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Résumé : La problématique abordée dans cet article scientifique consiste a déterminer les formules mathématiques des probabilités
d’état ainsi que des parameétres de performance du systéeme d’attente markovien M/M/1 en régime transitoire, en utilisant la méthode
de la transformée de Laplace. Un exemple illustratif est présenté afin de concrétiser et valider les résultats obtenus.
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d’état.

Abstract: The issue addressed in this scientific article consists in determining the mathematical expressions of the state probabilities as
well as the performance parameters of the M/M/1 Markovian queueing system in the transient regime, using the Laplace transform
method. An illustrative example is presented in order to concretize and validate the obtained results.

Keywords: Performance parameters; Markovian queueing system; Transient regime; Laplace transform; State probabilities.

I. INTRODUCTION

De nos jours, a mesure que les sociétés s’urbanisent, se développent et se modernisent, le probleme des files
d’attente se pose avec une acuité croissante dans plusieurs secteurs de la vie quotidienne, notamment dans le domaine de la
communication.

Les files d’attente occupent une place essentielle dans la gestion des systémes de communication, car elles
interviennent dans la résolution de nombreux problémes liés au traitement des demandes, quelle que soit la distance. Ainsi, le
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monde actuel est en quéte d’une meilleure qualité de service et d’une performance optimale des systémes d’attente afin
d’améliorer la gestion des communications.

En ce qui concerne les performances des systémes d’attente, Baynat (2000, p. 232) souligne qu’il est
inconcevable de concevoir un systéme d’attente sans procéder préalablement a une analyse de ses performances. En conséquence,
cette analyse suppose la connaissance des principales mesures de performance, telles que le nombre moyen de clients (ou
d’appels), ainsi que les temps moyens d’attente dans la file et dans le systéme. Dans cet article scientifique, nous nous proposons
de déterminer les paramétres de performance du systéme d’attente markovien M/M/1 en régime transitoire, ou ces paramétres
sont des fonctions dépendant du temps, contrairement au régime permanent dans lequel ils sont des constantes.

Plusieurs chercheurs en recherche opérationnelle, notamment Chandrasekaran et al. (2012, pp. 606-607), Agnes
Lagnaux (2013, p. 137), Ycart (2010, p. 132), Sharma et al., ainsi que Al-Seedy et al. (2009, p. 1280), soulignent dans la
littérature que les formules mathématiques des probabilités d’état du systéme d’attente markovien M/M/1 en régime transitoire
sont généralement complexes et difficiles a exploiter pour le calcul des mesures de performance correspondantes. Ils relévent
également que le calcul de ces paramétres en régime transitoire s’avere souvent pénible, voire délicat.

Ainsi, la contribution originale de cet article consiste a établir les expressions mathématiques des probabilités
d’état P,(t), pour t = 0etn €N | ainsi que celles des paramétres de performance du modéle d’attente M/M/1 en régime
transitoire.

Pour atteindre cet objectif, le travail est structuré comme suit : la section 2 présente le modele d’attente M/M/1 ;
la section 3 expose la méthodologie de recherche ; la section 4 est consacrée a la détermination des probabilités d’état a I’aide de
la méthode de la transformée de Laplace ; la section 5 traite du calcul des paramétres de performance du systéme en régime
transitoire ; la section 6 présente un exemple illustratif en lien avec le modéle étudié ; enfin, la section 7 propose la conclusion
générale du travail.

1. Présentation du modéle d’attente M/M/1
1.1. Définition

Le systéme d’attente M/M/1 est un modele classique de la théorie des files d’attente. Il s’agit d’un processus
stochastique markovien décrivant 1’évolution du nombre de clients dans un systéme comportant un seul serveur, avec des arrivées
et des services suivant des lois exponentielles.

Se déroulant en PVM (processus de Vie et de Mort) homogene de taux de naissance et déces définis
respectivement par :
A,=21,1>0

u,sin>0

”nz{O,sin=0

1.2. Hypothéses (ou caractéristiques) du modéle

e Les arrivées suivant une loi de poisson de paramétre A > 0;

e Les durées de services suivent une exponentielle négative de paramétre > 0;
e Le systéme a un seul serveur ;

e La capacité de la salle d’attente et du systéme est infinie (systéme ouvert) ;

e Ladiscipline de service FIFO.
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II. METHODES ET TECHNIQUES UTILISEES

Pour atteindre les résultats visés dans cet article scientifique, nous avons privilégi¢ la méthode d’analyse de
contenu, également appelée méthode analytique, en suivant ses différentes étapes (cf. Cimbela K., 2018, p. 77 ; Mukeba K.,
2016, p. 246).

Cette méthode nous a permis d’identifier les connaissances déja établies dans la littérature ainsi que les aspects
encore peu ou non explorés en lien avec notre théme de recherche. Les éléments non encore abordés ont ainsi constitué le point de
départ de notre contribution originale.

Les principales étapes de cette démarche méthodologique se sont déroulées comme suit :

e Sélection de documents textuels et scientifiques pertinents (articles, actes de séminaires, ouvrages spécialisés, etc.),
consultés avec ou sans recours a Internet ;

e Lecture approfondie et analyse critique du contenu des documents retenus ;

e Classification et consignation des informations pertinentes en rapport avec le theme de recherche ;

e Interprétation des données recueillies au cours de la lecture et de leur organisation thématique.

Cette approche nous a conduits a identifier la méthode la plus appropriée pour le calcul des probabilités d’état et
des parameétres de performance du systeme d’attente M/M/1 en régime transitoire (RT), & savoir la méthode des transformées de
Laplace.

I. CALCUL DES PROBABILITES D’ETAT

,;v,(f) du modeéle a processus de naissance — mort homogene de parameétres A, A > 0et u, u > 0.

Le systeme d’équation différentielle de Kolmogorov est le suivant : (I)

(t)
®)=An—1 pp21—An+un) (t
(I) Zﬂln n-1# n-1 n ";7,(1)+“n+1;7(t),n>1
0 _ 5 ,® ® =
o = ~Aopo TP

En remplagant A, par A et u,, par u,le systeme (I)s'écrit:

(D=2 ©® _
(1') #7 ;t) #n-1 ( +y’)#77€lt) + .Uﬁ(gl 4 n 2 1 (41)
() _ -1 ) (t) 4.2
Py =—heto TPy (4.2)

Pour obtenir les probabilités d’état

ﬁﬁt),solution du systeme (I'), nous utilisons la méthode de la transformée de Laplace de la

Maniére suivante :
e  M:¢éthode de la transformée de Laplace (T.L)
D’aprés Alonge O.J [2020, P.54],, Hormiere, P.] [2016,P.22] et Piskounov, N [1980,P.610], on sait que :

Z(zﬁ',(f)) =spps—p” , n=0et 5>0 (4.3)
L' = pr s (4.4)

La condition initiale ;p,(;’) =0six # 0[cfr Mabela M,R][8]et Manya, N.L [2014, P.134] ainsi en remplagant les ;p,(f) par
leurs transformées de la Laplace de (4.3) et (4.1) et (4.2) s’écrivent :
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ima — P 2 sph_i(8) — A+ Wpa(s) + ppha(s),vn=1let §>0
sp' 0 (8)—= sp) = — Asp;0s + p pY(s) (4.4)

1(0)

p,(lo) =0sin=#0)etp';” = 1(sin = 0) sont les conditions initiales (¢ i) [cfr Mabela, M R[2019, P.115]]

Etape 1. Détermination de I’équipement caractéristique et de la solution générale associées a tenant compte de ces c.i,le
systéme précédent devient : 4.5

{5%5 =, A 8pn-1(8) = (A + pp(s) + ppni(s),vn =1 (4-5)
8p6(8) = = Aspg(8) + upi(s) +1 (4.6)

D’apres Ycart, B. [2010 , P.132], et Chandrasekharan, V.M et cie [5],

Les p;,(8) sont donc solution de l'équation. ainsi :

(6 + A+ 1) pn(8) = A1spn_1(8) + 1 pni1(s) (4.7)
De (4.7), on obtient :

L Aapha(e) | g pha(e)
(6+A+u) = =205 27
37;1—1(5) — _ l’;l—1(5)
AT = @A+ -
pas) A

Pn+1()

R a0
n

Parsons k(8) = .fg‘)‘& , (i=0,1)
Pn(iv1)(®)

D’ou, les équations caractéristique associée a (4.5) est d’aprés Y cart, B. [13], p. 86 :
pk? 2-(s+A + k()4 2=0 (4.8)

Les racines de (4.8) sont:

zx(s)=i[s+l+u+\/(s +/1+,u)2—42u]

B(s)=i[s+/1+u—\/(s+/1+,u)2—42u]

La solution générale de 1’équation (4.5) est selon Ycart, B ,[13], P. 86 :
Py(s) = A(s) (a(s)™ + B(s)(B(s)" (4.9)
Remarquer que 0< B(s) < I < a(s)pour s >0. Ainsi, @ (s)est une racine a rejeter puisque a (s) & [0,1]et gardons B(s).

Etape 2 recherche de la solution particuliére de (4.5)

0

Par linéarité de la transformation particuliere ,Z P,ft) = ] entraine

n=/
1
Tr P =2 s>0.
la serie Y-, By (s) état convergente, A(s)de (4.9)est nécessairement

nul .d'o, la condition ¥%_, P& é donne :
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B(s) 1 _ B(s)

LazilBOBGN' =125 = 1= 5o

= B(s) =>(I - B(s)(4.10)

Tenant compte de (4.10) (4.9) devient :

PO L - p)BE)”
"o
Qui est la solution particuliére cherchée de (4.5)

Etape 3. Ecrire de P:l(s) en termes de la sommes d'unesrie géométrie.

Noter d’abord que :
B(s) = i[s+/1+/,t—\/(s+l+u)2 —4)41]

B'(s) = i[l—(S+/1+u)-l(5+/1+u)2—4/1u1

1/2

Dans notre travail, nous négligeons les dérivées d’ordre supérieur ou égal a 2 qui constituérent une autre
préoccupation de recherche.

Ultérieure, ¢’est dire ﬁ(") (s)=0,Vx = 2pour s=0,ona:

, 1,sil=p (4.12)
0)=—A+pu—-I1—ul) =
PO = O ru—I—u =ts
u
pO = L1y ) T (4.13)
2w 1A=pl pE (E) sil<upu
Le cas A = u (saturation ou explosition)est a déconsiderer, et suel le cas A <

u (équilibre ou stabilité)sera consideré dans ce travail ainsi de ,on peut écrire:

By () =< [BG)™ = (Bs)™]

Et de (4.14) ; posons :

n+l1

f(s) =B et g(s) = (B(s)) n=>1I

En développant f(s) et g(s) en series entiers de s ou paint s = 0,on aura:

Do fE©=(pE)

o f1®=n(p)" ()

o fs)=nt-DEE) (B

o ) =nm-Dn-2)(BE)" " (B©)
FOs) =n (B(s)" . (8))”

Pour s=0, on aura :
f@0) =nl (B)" . (B')”

=n!(%)“!(ﬁ)x,n >letx>0

Vol. 56 No. 2 April 2026 ISSN: 2509-0119 319



International Journal of Progressive Sciences and Technologies (IJPSAT) o SCHOLAR Al
ISSN: 2509-0119. 7
© 2026 Scholar AI LLC.

IJPSAT https://ijpsat.org/ Vol. 56 No. 2 April 2026, pp. 315-325

55N:2509-0119

D’ou:

0

— An ! xi_ &n A-n . s
f(s)—;n!<;) G 5= G (/1—#)—5]'|/1—u|<]'(4'15)

i)g(x) = (B(s)"!

e g&)=m~-DEBE™(B()
o g"(s) =+ DnB )" (B'(s)
e g"(s)=m+ Dn(n—NEE" . (B(s)’

getD = (n+ D! (B(s)M X (B'(s)*H?

Pour s=0, on a :
FED ) = ot DU+ DM (5 A<
D’ou:

9() = Si g+ DY (R 5

2 1
= (" Zamo (5™ ﬁ <1
— n+/
=G (£5) (4.16)
De (4.15) et (4.16), By (s) de (4.14) peut s'écrire:
Pi(s) =2(f() —g(s) , s>0
_1 n ANn+1 u-2
Hor sl o =551 (#17)

Ou (4.17) est bien I’expression de P;(s) en termes de sommes des series géométrieques.

Etape 4 : Invention de P;,(s) a P,,(s) et détermination de la solution P*(t) de (4.5)
Selon (4.3),on a:
L) =sP(s) = P(t) L7 (sPy(s), n=1 (4.18);
Etde (4.18),0onq:

P(t)=L {( " [S - ( ) [s @A-w }

= A= we Pt 4 Gy @ = we # D (efr) [ Lp.dlet)[ lpp.l=5

Or, on sait que :
p® = fot Pi(v)dv +c
Iy |-G (= wew2v 4 Gy — wye=w=P [dv + ¢

A

== (A=) f;e @+ O A=) [je Y dv +c

Vol. 56 No. 2 April 2026 ISSN: 2509-0119 320



International Journal of Progressive Sciences and Technologies (IJPSAT) SCHOLAR Al
ISSN: 2509-0119. 7
© 2026 Scholar AI LLC.

IJPSAT https://ijpsat.org/ Vol. 56 No. 2 April 2026, pp. 315-325

55N:2509-0119

Poson k=-(u —A)v = dk = —(u — A)dv,etona:
(®) A n,—(u-t A n+1,—(u-t '
P = _(I_l) e W + (;) e + C (4.19)

A partir de la condition initiale (c.i) Pn(o) = 0 Vn = 1 déterminons la constante c'dans (4.19):
0=-+ Qe =0 - Q!
>C= (ﬁ)" (1- ﬁ) (4.20)
Donc (4.20) dans (4.19) donne :
RO =GO (1-2) (1 =™ D1), wn =1 (4.21)

Etpourn=0,0na:

A
PO = ( /- ;> (1 — e~®-1t) (4.22)

II. CALCUL DES MESURES PERFORMANCE DU SYSTEME D’ATTENTE MIMI1 MARKOVIEN EN REGIME
TRANSITOIRE RT

Dans cette section, nous allons pencher a calculer les paramétres de performance du modele d’attente M IMI1 en
utilisant les probabilités d’état de (4.21) ces parametres (on mesure) de performance sont :
- Le nombre moyen des clients dans la file et dans le systéme a un instant t notés respectivement N (t)et Ny (t).
- Le temps moyen d’attente des clients dans la file et dans le syst¢éme pendant un instant t noté respectivement
Tr (t) et T (t)
a. Nombre moyen de client dans le systéme a une date t

N, (t) dE(X,) = S5-on Bt

=¥y ,n (%)n (1 _ %) (1 — e~w-21),

= (I -3s)(I —e*)(T*,n SMavec S = % et X=—(u— Mt
=S - ) — eX) $ryn S

=SU—-s) —eM)Zr=on S™)’

=S —-s)I - e")(}i—s)’(car Ya=oS" = E)

— (] — —exy[L_] =SU=eD
- (1 S)(] e )[(1_5)2] - 1-S

D’ou:
Ny ()1 —e D0, 5 < | (4.23)
b. Nombre moyen de clients dans la file a un instant t

N (¢ E(X,) = Xpo/(n—)P}
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=¥2,m PP - ye_ PP
- (Zi:o Prft)

=Nt - (1 -p"

=X InPnt _Po(t))

=N,()— [I = (I —s)( —e¥)] avec X = —(u—Ntet S =§
= W,(©) - S(I - s)e*

== (I-e"-95)

=s(I-eX)—(1-5)? eX-S(I-S)
1-S

=SeX—eX— §2—e*—5(1-5)

1-S
—c2_(c2_ X
=52—(s2-5+1)e X = —(u— At
1-S
D’ou
P 2 2_ —(u-)t
No(t) = = (Tms+Dere S<] 424

1-S 1-S

c¢. Temps moyen d’attente des clients dans le systéme pendant une période t

T, (t)d_l\;f((t;) = Ns (t).(d(t))™! ou d(t)est le debit du systeme d une date t

D’aprés[ ],p66et]|

d=1-(1

], on sait que :

— )= ulS + (1 - S)e*louX = —(u— Dt
D’ou:

d(©=p[S + (1 = S)e~w21]

Ainsi, Ty (t)s écrit:

Ty(t) = [5(1 ex)” Sl S)ex] s] Avec S:— et X =—(u—t.

s(-e*)
w(I-9)[s+(1-5)e*]

D’ou:

S(I—e~ =Dty
RU=S)[S+(1-S)e~1-Dt]

Ty(t) =

d. Temps moyen d’attente des clients dans la file pendant un instant.
Tr () = N (O™’

_ [52—(52 S+1)eX ] [

[S+(I— S)ex]] —(u -t

_ [ 57— (s2-5+1e*
T luU-9)[s+U-5)e*]

(4.25)

(4.26)
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D’ou:

T SP=(8P=s+1)e” (Dt
() = w(I-8)[s+(1-5)e=(-2)t]

,S<1 4.27)

III. EXEMPLE ILLUSTRATIVE DU MODELE D’ATTENTE M/M/1
1. Enoncé
Les arrivées a une cabine téléphonique suivent la loi de poisson de moyennes 15 personnes par heure. Chaque
communication dure en moyenner en régime transitoire :

a. N_f(t)
b. Ns(t)
c. T_f(t)
d. Tg(0)

2. représenter graphiquement ces paramétres de performance
Solution
A = taux d arriveée (au nombre moyen de clients qui’arrivent dans la file par unité de temps

A = 15 peres [heure.

ﬁ = durée moyen de service (ﬁ =3min=>pu= 20heure) l(intensité de trafic S = % = g =0,75.

s2(s?=s+ne= W=Dt (0,752 -[(075)°=0,75+1]e~ (2071 )t

T = o o N (1) Ar
_ -5t
05625-08125¢™  _ ) )5 3 5e-5t
0,25
. 225 | —oo__JAH

Tp(t) =225-325¢5t  t>0

T | 0,07 0,12 0,2 +0 0,07
N (®) ! 0 0,5 1 2,25 o/ 0(07 —r
b) Ne(t) = — (1 — e~ wDt) = 22_(] _ g=@0=1Dt) = 3 _ 3675t Ny(t)

SN T s T 1-075 - S ‘r
D’ou: 3 — AH
Ng(t) =3—3e7% | t>0

T 0 0,04 0,08 0,22 036  +o 0 5
Ng(t) 0 0,5 1 2 2,5 3

oy SP=(s?=S+1e~ (-t
¢) T (1) = p(I=8)[S+(1=-S)e~(u=2t]
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(07920752 -0,75+1]e’t 0,5625-0,8125 et
T 20(1-079)[0,75+(1-0,75)e=5t] T 3,75+1,25e=5t
— 0,5625-0,8125 et ——
Ty = 3,75+1,25e=3t T; (©)
t
T 0, 0,2 0,3 +00
Tf(t) 0 0,05 0,1 0,15 0,15 ® H
0 U 07 —t
= s(1-e~ (-t _ 0,75(1—e~5%) -
d) T (t) = w(=$) [S+(I-s)e=W=Dt] 5(0,75+025¢5¢) T +
0,75-0,75e 5t
S 7st105e5t t=>0 0,2 AH
D’ou
— 0,75-0,75e 75t
Tf (t) = 573402565 t=>0 0 t R
Commentaires
N(t) = 2,25 —3,25e 7t = tlim N (t) = 2,25 est l'asymptote Horizontale (A.H) d’équation Ne(t) =
—+00

2,25.En d autrestermes cela veut dire que le nombre moyen des clients en attente

Dans la file ne peut excéder 2 ou quel nombre moyen de clients qui arrive a une cabine téléphonique a un instant quelconque t
attendant ne peut aller au-dela de 2 clients (cfr le graphique du point a)).

e N(t)=3-3"t> tlirf N(t) = 3 est 'A.H d'équation T (t)

e Ns(t) = 3,c'est —a — dire que le nombre moyen de clients en attente et au  Service ne peut pas
dépasser 3 clients. En d’autres termes, on doit avoir 2 clients dans la file et un seul client en service dans la cabine téléphonique
(Cfr le graphique que du point b

0,5625 — 0,8125¢ 7>
3,75+ 1,25¢5¢

Ty (t) = tEErnm T;(t) = 0,15h est U'A. H d'équationT;(t) = 0; I5h.cela

Veut dire que le temps moyen d’attente que doit mettre un chat dans la file a une cabine téléphonique avant d’étre
servi ne peut pas excéder a minutes (cfr. Graphique du point C)

0,75-075¢ =t
3,75+1,25e=t

e T.(t)= = tgrfwT_f(t) = 0,2heures est I'A.H d'équation
T_f(t) = 0,2heur c'est a dire que le temps moyen de séjours que peut

Mettre un client a I’attente et au service a une cabine téléphonique ne peut pas allez au-dela de 12minutes pour quitter la cabine
(cfr le graphique du point d)
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Conclusion

Au terme de cet article scientifique dont le sujet est intitulé¢ ©* Evaluation des paramétres de performance du

systeme d’attente M/M/1 en régime transitoire’’, il a ét¢ question de déterminer en priorité la probabilité d’état Pg),t >
0 liée a ce systeme d attentequi a permis de

Calculer les parametres de performance du systtme M/M/1 en régime transitoire ou ces paramétres sont des
fonctions dépendant du temps ou ces fonctions sont des quantités, la méthode appropriée pour la détermination de probabilité
d’état du modele en régime transitoire.

Notre contribution originale consiste a déterminer les formules mathématiques de probabilité¢ d’état et des
parametres de performance du systéme d’attente Markovien MIMII en régne transitoirement du régime. Permanant ou elles sont
des nombres constants.
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