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Résumé : L'espace de Beppo Levi BL 1(2), défini pour un ouvert 2 de R", regroupe les fonctions f appartenant a CZ () dont les
dérivées partielles sont dans L%(2). Ce cadre formel présente un produit scalaire qui établit la structure d'un espace de Hilbert,
permettant d'explorer des notions d'orthogonalité et de construction de bases orthonormales. La définition d'une isométrie vectorielle
souligne que la préservation du produit scalaire est synonyme de conservation de la norme. Par ailleurs, une base est dite orthonormée si
chaque paire de fonctions est orthogonale, facilitant 1'analyse de la dépendance linéaire. L'orthogonalité entre fonctions est formalisée,
permettant d'établir des décompositions uniques dans BL 1(2). L'algorithme de Gram-Schmidt est appliqué pour générer des bases
orthonormales a partir de bases existantes, illustrant son utilité dans le contexte des espaces préhilbertiens. Enfin, un exemple pratique
montre le processus d'orthogonalisation dans BL 1(2) avec des fonctions spécifiques, soulignant la méthodologie et les calculs impliqués.

Mots clés : produit scalaire de BL1(Q), norme de BL'(Q), orthogonalité des fonctions, base orthonormale, Construction de procédé
d’Orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Abstract: The Beppo Levi space BL 1(2) , defined for an open set 2 of R", consists of functions ff belonging to C¢ (2) whose partial
derivatives are in L?(2).. This formal framework presents an inner product that establishes the structure of a Hilbert space, allowing for
the exploration of notions of orthogonality and the construction of orthonormal bases. The definition of a vector isometry emphasizes that
the preservation of the inner product is synonymous with the conservation of the norm. Furthermore, a basis is called orthonormal if
every pair of functions is orthogonal, facilitating the analysis of linear dependence. Orthogonality between functions is formalized,
allowing for the establishment of unique decompositions in BL 1(2) . The Gram-Schmidt algorithm is applied to generate orthonormal
bases from existing bases, illustrating its utility in the context of pre-Hilbert spaces. Finally, a practical example demonstrates the
orthogonalization process in BL 1(2) with specific functions, highlighting the methodology and calculations involved.

Keywords: scalar product of BL1(2) , norm of BL1(2) , orthogonality of functions, orthonormal basis, Gram-Schmidt
orthonormalization process construction.
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1. Introduction

L’espace de Beppo Levi d’ordre un, noté BL*(Q) est un cadre mathématique essentiel qui généralise les distributions en incluant
celles dont les dérivées sont carrées intégrables. Il est défini comme suit : BL1(Q) = {f: @ — R/fe D'(Q) et Vfel?(Q)}, ou Vf =

3 . . . \ . o .
% constitue le gradient de la fonction f par rapport a chacune des variables x; au sens de distribution (ou faible). Cet espace est
i

particuliérement important en analyse fonctionnelle, car il permet d’étudier la régularité des fonctions, tout en intégrant les
exigences de I’intégrabilité des dérivées.

Cet espace sur lequel est axé notre étude est également important pour la résolution de problémes li€s aux équations aux dérivées
partielles. En effet, la possibilité d’appliquer des techniques d’analyse variée, comme 1’orthogonalisation de Gram-Schmidt, facilite
la construction de bases orthogonales et orthonormées dans cet espace. Cela renforce les outils disponibles pour I’analyse et la
résolution de problémes complexes.

Dans cette connotation, nous nous intéressons en particulier aux fonctions dont la courbe est générale du second degré en deux
variables x et y telles que :

f(x,y) = ux? + @y? + 2py + 2nx + 26y + 6

et un domaine d’intégration rectangulaire de la forme [m,n] X [m,n]. Comme source d’inspiration, nous avons consulté [9] un
article de recherche de portant sur la conception et ’implémentation de procédé d’Orthogonalisation de Gram-Schmidt dans
I’espace de sobolev H1(Q). D’autant plus que 1’espace de Beppo Levi est un espace de Sobolev homogeéne, il sera de méme possible
de construire une base orthonormale dans BL! (€.

Les algorithmes d’orthogonalisation et d’Orthonormalisation utilisés dans les espaces numériques peuvent étre appliqués de maniére
analogue dans les espaces fonctionnels, et plus spécifiquement dans le cas d’espace de Beppo Levi d’ordre un. Ce manuscrit explore
en profondeur ces concepts et leur applicabilité.

2. Espace de Beppo Levi BL1(Q) [4],[10]
2.1. Définitions et Propriétés [1],[2],[3]
Définition 2.1.1
Soit Q un ouvert de R™. L’espace de Beppo Levi BL*(Q) est défini par :
BLY(Q) = { f:Q->R/feCS(Q)et :—; €L? (Q)} ou :—; est la dérivée partielle de la fonction f au sens faible (c’est-a-dire de
distribution) et i = {1, ..., n}, donnée par :
o) =—(f50. VY eD@)
Définition 2.1.2

Le produit scalaire sur BL' (), noté par (., . )p;1(q) est défini par :

(9 9
TEY fn a—f;(x>.a—i(x) dy .. dxy,Vf,g € BINQ)

En particulier ;on a:

a a a 7] i
(f' g)BLl(Q) = an_;l (x)'a_fl(x)dxl + fné(x)% (x)dxz’ Vi = {1!2}

Définition 2.1.3

La norme associée a ce produit scalaire est donnée par :
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) ,¥fe BL1(Q)

T (Z [ I~

Notons que du point de vue structurel de I’espace fonctionnel considéré, la semi-norme est égale a la norme.
Proposition 2.1.4 [7], [9],[13]

Le couple ( BL*(Q),(.,.)p.1(q))» avec BL*(Q) étant un espace vectoriel et (., . ),1q) un produit scalaire sur BL' (), est un

espace Préhilbertien.

De méme le couple ( BLY(Q), |I. |l BL1(Q)) est un espace normé.

2.2. Orthonormalisation et orthogonalité dans BL'(Q) [12], [16]
2.2.1. Isométrie vectorielle dans BL'(Q)
Définition 2.2.1.1 [6],[7]
Soit BL'(€) un espace préhilbertien réel et E un sous-espace vectoriel réel de BL'((Q).
Un endomorphisme f de BL'(Q) est une isométrie vectorielle ssi :
Vx,y € E;{f(X), f)) iy = (%, 7).
C’est-a-dire f conserve le produit scalaire.
Théoréme 2.2.1.2 [2],[9]

Soit f un endomorphisme de BL((2). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est une isométrie vectorielle ;
(i1) f conserve la norme, c¢’est-a-dire V x € E, ||f ()|l 110y = lIxll
Démonstration

- Condition nécessaire

Supposons que f est une isométrie vectorielle, c’est-a-dire

Vx,y €Ef(x),f)) i) = (x¥)

Ona: |If (g = VG, () b

(x, x)
= |l
- Condition suffisante
Supposons que f conserve la norme comme évoquée précédemment , ¢’est-a-dire :
Vx € ElIf(0llpacoy = lIxll; soient x,y €,

D’une part, ||f (x + y)||? = ||x + y|| (car f conserve la norme)

BL1(Q)

={(x+y,x+y)
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=(x,x) + 2(x,y) + (v, )
= llxl1? + 2¢e, ¥} + lIyll* (*)
Dautre part, [|f Cx + W% 5,1y = I1f () + FOII? g1 (car f est linéaire)
=(fC)+f),fC) + fOD 1)
=(f00), fprry + 2 ), fF iy +{(F O, fF)srry
= If I gpaqy + 2O FON iy + IfF O pja )
= [lxlI? + 2¢f CO), f O arrcy + V117 (car If CONI pagq) = x et IfF DI 511 i) = ¥ I*¥)
Par suite (*) et (**) donnent :
xl1® + 2¢f GO, f O prry + VI = llxlI? + 2¢x, y)+llylI?
© 2(f (), fO () = 2(x,¥)

S (f ), f)pr1a) = (x,¥) (par le principe de régularité)

Proposition 2.2.1.3 [5],[7], [12]

Soit fe BL'(Q) une isométrie vectorielle de E, alors f est injective.

Preuve

Soit x € Kerf ; ¢’est-a-dire f(x) = 0.

Ona:||f(M)llpr =IlIxll=0 < X¥=0.

D’ou Kerf = {0}

Par suite fe BL*(Q) est injective.

2.2.2. Définition d’une base orthonormale [8], [11], [13]

Soit BL*(Q) un espace préhilbertien réel de dimension n < +oo et E un sous-espace vectoriel réel de BL! ().
Soit B = (f;)’, une base de BL' ().

On dit que B est une base orthonormée ou base orthonormale si et seulement si :
Vi,j € [L,n] N NS, fjdpriay = 0sii#jet(fi, fidprq=1sii=j

1 si i=j

Notons que le symbole : §;; = {0 si Q%] est appelé symbole de Kronecker.

Cela implique que B = (f;){-, est une base orthonormée si et seulement si (f;, fj)p.1(q) = Jij

Soient x,y € E c BL'(Q). Comme B = (f;)’, est une base de BL'(Q), alors il existe a;, f; € R tels que :

n

n
x=Zai.fi et y=2ﬁi.f]-.0na:
i=1

i=1
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9y = @i ) Befy
i=1 i=1

=i ?:1 ai-ﬁi(fi’fj)BLl(Q)
=Xic1 Z}l=1 ai-ﬁi-(sij

= Z?:l (ai.ﬁl..é'il + ai'ng" 81:2 + -+ ai'Bi"6ii + -+
ai-ﬁn-(sin)

=X 0.fi=ay. B+ az.fyt ot an By

En particulier ; on obtient :

llx > = {x, x)
n n
= (Z a;. f; 'z a;. fi )BLl(Q)
i=1 i=1
= Z?=1 a; . a;
= Z?:lai 2 ;et
lyll* =y, y)

= <Z 31'-13"231‘-13 )sLi()
=1 =1

= Zﬁj-ﬁj
j=1

= XB°
2.2.3. Orthogonalité dans ’espace BL1(Q) [6],[8],[9], [14]
Définition 2.2.3.1 (Orthogonalité) [5]
Soit (BL*(Q),{.,.)p11 (ﬂ)) est un espace préhilbertien.

Deux fonctions f,g € BL*(Q) sont dites orthogonales (ou f est orthogonale & g) si et seulement si (f, g) pie) = 0.
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Cette relation est symétrique : si f est orthogonale a g, alors g est orthogonale a f, car :

(f'g)BLl(Q) = <g'f)BL1(ﬂ) =0.

Définition 2.2.3.2 (Supplémentaire orthogonal) [7]
Soit § € BL'(Q) un sous-ensemble.
On définit son supplémentaire orthogonal par :

St ={f € BL*(Q)/(f,v)p,1(q) =0,V v E S}
En particulier, pour une fonction v € BL'(€)) ; on définit :
vt = {f € BL'(Q)/(f, V)pi) = 0}

Proposition 2.2.3.3 (Décomposition orthogonale) [6], [8], [9]

Soit S © BL*(Q) un sous-espace vectoriel fermé. Alors : BL1(Q) =S @ St. C’est-a-dire que toute fonction de BL! (Q) s’écrit de
maniére unique comme la somme directe d’une fonction S et celle de S*.

Définition 2.2.3.4 (Famille orthogonale et orthonormée) [9], [13]

Rappelons qu’une famille F = {gy, g,, ..., g} © BL'(Q) est dite orthogonale, si : (g;, g;)p.1(q) = 0 pour i # j, et orthonormée,
si (9i9)sL1) = 0ij

Proposition 2.2.3.5 (Indépendance linéaire d’une famille orthogonale) [12]

Toute famille orthogonale de fonctions non nulles dans BL! (Q) est linéairement indépendante.

Proposition 2.2.3.6 (Systéme libre des fonctions dans BL'(Q)) [11]

Soit (f)ie1 = (fu, fa e e , f») une famille de n fonctions non nulles de BL!(€2). Si ces fonctions sont deux a deux orthogonales,
alors elles constituent un systéme libre.

Démonstration

Soit B = (f;)I-,, une famille de n fonctions non nulles de 1’espace de Beppo- Levi d’ordre un noté BL' ().
Supposons que V f;, f; € B,{f;,f;) = 0aveci # jeti,j €[1,n]NN.

Soient ay, ay, ..., A3, ..., &, € Rtels que :

alfl + azfz + -+ a}f} + -+ anfn = 0

n
@Z(xlfi=0,
i=1

Ona: (0,f;)=0
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() anfi, fj)BLl(Q) =0

n
i—1

L
S(afi+axfy + o+ aifj + @i fio o+ anfo fidpi) =0

S (afitayfa++ aj—1fj—1 + aj+1fj+1 + -t anfy 'fj)BLl(n) + (ajfj:fj)BLl(n) =0

n
< <Z aifi s fi o) + Sy fidir) = 0
i=1

Sii#j,ona:
(s fi, fidpriay +{@afa fidprrcay + - Qo1 fjmr fideirc) T (Quifies  fidpir) + (@nfn s fidori) + @df fidpri) = 0

< alfy s + @2 ey + o+ @ilfj-1 fidsir) + e lfjen [ Brrc) + @l frcy + @ilf fidpri) = 0

n
d z a{f; .fj)BLl(n) + aj(fj 'fj)BLl(ﬂ) =0
i=1

n
= Z a;. 0 + aj{fj, fidpi) = 0
i=1

& ai{fj fidpui =0
2
= a]”f}”BLl(Q) = 0
Comme ces fonctions sont toutes non nulles alors f] + 0,d’ou a; = 0,vj € [1,n]NnN.

Donc, le systéme B = (f;)]-; est libre. ]

Proposition 2.2.3.7 (Construction d’Orthonormalisation de Gramm-Schmidt dans I’espace de Beppo Levi BL'(Q))
(8], [9]

Soit B = (f;)™, une base de BL'(Q) avec dim(BL1 (ﬂ)) =n < +oo; il existe une base orthonormée B’ = {g;}{=; construite a
partir de B.

Démonstration
Soit B = {fi, f2, .., fn} une base de BL* ()

Posons f;' = f;

(fafi")gin

r_ BL*(Q) '

fo =7 N
”fl ” BL1(Q)

(fsfi"d g1 (12" gp1
r_ BL(Q) ’ BL™(Q) /
fi =f3— Ji— fo

2 2
”fl’” BL1(Q) ||f2’|| BL1(Q)

(fafi g1 (faf2 g1 (faf3" Vg1
o BL1(Q) [ BL(Q) [, BLI(Q) 1
fo =fa— Ji— S2 - f3

2 2 2
”flI” BL1(Q) ”fZ’” BL1(Q) ||f3l|| BL1(Q)
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, Fshdpiy 0 Ushpiiq .o UsBeiq .0 Ushpiq .,
fs =fs— Ji - S — S = v

2 2 2 2
”fl,” BL1(Q) ”fZ’” BL1(Q) ||f3,” BL1(Q) ||f4’” BL1(Q)

S fo [

— fi" avec ke[2,n]NN
i 1fi 112 gy

fk, =fi—

Montrons que la famille B' = {f;'}~, = {fi’, f2', ..., f» } est constituée des fonctions non nulles et deux a deux orthogonales.

Faisons une démonstration par récurrence sur n.

1. Conditions initiales :n =1, B’ = {f;'}, ona:
fi' #0
n=2B"={fi,,Ln=3=>B={.£.f"
Montrons que f," # 0

Supposons par absurde que f," = 0 ; alors :

(fz:f1’)BL1(Q) "

=7 : 0
2 2 ”fl ||ZBL1(Q) !
(fZ'f1’>BL1(Q)
S - fi' =0
”fl ” BL1(Q)
(f2.f1)p 1 ,
S -2 fi =0 (arfy' = fi)

A P

f1 et f, étant des fonctions de la base B = {f}, f5, ..., f»} alors {f3, f>} est une famille libre, d’oti toute combinaison linéaire de
fi1 et f, est nulle si tous les scalaires sont nuls.

(F2f1)pr1ca) F2f1)pr1ca)

Ona:f, — 1 =0 =21=0c¢et =0.

1 125110 I lPpLacq) 7t
Ce qui est absurde, d’ou f," # 0.
Montrons que f3' # 0

Supposons que f;" = 0, alors :

B 0 BDpi@ Lo
fz— Ji- S =0

2 2
”fl,” BL1(Q) ”fZ’” BL1(Q)
(F31) 1100 Bl gy L
‘:’f3_”f”2 J1 T 0= f> =0
117pL1(Q) ”fZ ” BL1(Q)

(f2.f1)p11(q)

(f3,fz—m-f1 dBri(q)

(fa.f1)p11(q) (F2f1)pp1ca)

< f3 - fi)=0

2

I lPppacq) 7t [T AR
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(f2.f1 gri(q)
(f3.f2) BLl(n)_W_(f3'f1> BL(Q)

<f3’f1 >BL1(Q) BL1(Q) (fz-f1 )BLl(ﬂ)

S f fi)=0

AT I 15100 2 I Ppag 't
<f2'f1) BL(Q
(f3, f2) BLY(Q) — ||f||2—() —{f3 f1) BL(Q)
(fs f1 )BLl(n) 11 i)
S T i TAE fa
1 1% pracqy \ 1 % pracq)
(f2, f1) BL1(Q)
(f3, f2) BLY(Q) — TAE = —{f3 f1) BLY(Q)
11 pric) (fz:fl) BL(Q)
* TAE My 70
f 111 pri(q) f 11 pL1(q)

<||f1 ||ZBL1(Q)<f1'f2)BL1(Q)' <f2'f3)BL1(Q) - (fpfs)BLl(n)- <f1’f2)2BL1(Q) (f1'f3> BLl(n))
o : - fi
”fl ” BL1(Q) ”fl ” BL1(Q)
B (”f1 |IZBL1(Q)<f2’f3)BL1(Q) _4 (fI'fZ)BLl(Q)- <f11f3)8L1(9)>f2 4 f3 -0
”fl ” BLl(Q)

Comme {f}, f2, f3} € B ={f1, f2, -, fn} alors {fi, f5, f3} est une famille libre.

D’ou toute combinaison linéaire de f;, f, et f5 est nulle si et seulement si tous les scalaires sont nuls.
Donc 1 = 0. Ce qui est absurde, par suite f3 # 0.

Hypothése de récurrence (1) [14], [15]

Supposons que f;,_;  # 0 et montrons que f,' # 0 avec k € [3,n] NN

<fk—1'fi,)BL1(ﬂ)
T

k

fuei 0 fiy _Z

i=1

fi' #0 avecke[3,n] NN

k (fkffi’)BLl(n)

Supposons par absurde que f;,' = 0 & f, — Y&, fi' =0 (1)avecke[3,n]NN

2
”fi’ ||BL1(S7.)

Par construction, Vi€ [1,n] N N, fi' est une combinaison linéaire des fonctions f, f5, ..., f- Il existe des scalaires a,, @y, ..., &,
tels que :

k k-1

zm,ﬁzz%.g @)

2
i=1 ”fl ”BLl(Q) =1
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En ramenant (2) dans (1), on obtient :
k-1
fi — Z a;.f; = 0.Comme {f;}{_, est une famille libre de BL*(Q), alors a; = 0,
j=1

V j €[1,n] N N. Ce qui est absurde.
Donc f,' # 0,V k € [3,n]NN.

Montrons que les fonctions {f;'}™, sont deux & deux orthogonales

Condition initiale

e n=2,B={fif,}

(F2f1)p11(q)

(flﬂfZI)BLl(Q.) ={fufo—

1
111251 q) ERIO)

(F2fidprica)

= {fu [2)B11) — Afv f2)eii )

”fl”zBLl(ﬂ)

(fZ'fI)BLl(Q)

= (fi:fz)BLl(n) - 2
“fl” BLl(Q.)

. ”fl”zBLl(Q)

= (f1, fz)ml(n) - (fZ'fl)BLl(Q.)
= (f1: fz)BLl(n) - <f1'f2)BL1(Q)
=0

Hypothése de récurrence (2) [16],[17]

Supposons ,Vk € [I,n—1]nNetf,',f,', ..., f,' sont deux a deux orthogonaux. Montrons que f;,;  est orthogonal aux
vecteurs fonctionnels {f;'}¥_, . Il suffit de montrer que f;,, est orthogonal a n’importe quel vecteur de fonction {f;'}*_,.

Soitm € [1,k] NN,

Ona:

(fren Fi ) ppa

! ’ — k BLL(Q) 1 '

(fk+1 s fm )BLl(Q) = (fr+1 — =1z Sir fm )BLl(n)
”fl' ” BL1(Q)

(Freen Fi') 1(q)
= (fr+1 'fm’)BLl(Q.) - ?:1—3“1-(]:" 'fm’)BLl(Q)

2
”fi’ ” BL1(Q)
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k

! e+ fi dprt
=Afr+1  fn )BLl(n) —ZM

AN T EN

-<fi, rfm,)BLl(Q)

(fk+1 'fm’>BL1(Q) ’ ’
- ” /”2 (fm 'fm )BLl(Q_)
fm BL1(Q)
(Frar fi'dga (Fra1 Jmdgpa
_ ! k BL1(Q) BL'(Q) I I
frer1 »fm dri) — Li=1 — .0 - T Afm' S dBrr
irm ”fi ” BL1(Q) ”fm ” BL1(Q)

(fk+1' f ’)BLl Q '
ey T BU@ 5412

= (fi+1 'fm’>BL1(Q) - BL(Q)

o Py

= (fk+1 'fm’)BLl(Q.) - <fk+1 'fm’)BLl(Q.) =0

Comme les fonctions de B = {f,', 5, ..., f,'} sont non nulles et deux a deux orthogonales, alors B = {f;’, f5', ..., f,, } est une
famille libre (d’aprés la proposition 2.2.3.6), dim(E c BL*(Q)) =n < +o0, B = {f;’, f5', ..., f } est une base orthogonale de
BI ().

Posons g; = W Ona: |l gillpca) = HW
tlipLi(q) it iBL1(Q) BLl(Q.)
1 ’
= —_ /i 1
”fi’”BLl(Q) ”fl ”BL @
=1
1l en résulte que B' = {g;, gz, ..., g3} est une base orthonormée de BL! (Q) [ ]

2.3. Application [9]

Considérons le sous-espace S = {f}, f, f3} de BL*(Q), ou Q = [0,1] X [0,1], f1(x,¥) = x%y — 1, fo(x,y) = xy et f5(x,y) = y.
Trouver une base orthonormale.

Solution

Appliquons pas a pas le procédé de Gram-Schmidt dans 1’espace de Beppo-Levi BL1(), avec : = [0,1] x [0,1].

Ona:(f, e = Iy (g—i.g—z + g—f/.g—i) dxdy
1) Fonction de départ
fiGuy) =x*y —1,f(xy) =xyet f3(x,y) =y
Gradients de ces fonctions sont :
Vfi = (2xy,x?) , Vf, = (y,x) et Vf; = (0,1)

2) Normes et produits scalaires
101 1,1 o .
(f, Dsiry = Jy [, VfVgdxdy et ”fllzm}(n) = J, J,IVf|?dxdy, par le théoréme de Fubini, on a :

o Nome de £y, Ifill% 1) = Jo(22y)? + (x*)) dxdy
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11 4
Jo Jy 4x?y?dxdy =-.

[

11 1
* fy Jyxtdxdy =<

4129
BLY(Q) T 9 ' 5 45

Crest-a-dire ||, ||?
e Produit scalaire (f3, f1)p;1(q)

Ona:Vf.Vf; = y(xy) + x(x?) = 2xy? + x3

" fol fol 2 xyzdxdy =

2
. 1 01 2 _1
Jo Jo 2xytdxdy =1
C’est-a-dire (f3, f1)p11(q) = Z
e Produit scalaire (f3, f1)5;1(q)
Vf5.Vfi = (0,1). 2xy, x?) = x?
. . 1 1 2 _1
Cela implique [ [~ x*dxdy =3
Norme de fo, [If2l1? 5,1y = JoO? +x?) dxdy
. Loty2 =1
f() fo y dxdy - 3
1 1 1
o Jo xPdxdy =3

. 1 1 2
Ainsi, 1211750y =5 +5=3

Norme de fa, lfsll* 1) = [0 + 1?) dxdy = 1
3) Procédé de Gram-Schmidt

Onpose g, = fi

(f2.91)
» Calculde g, = f, — Z29VBLT@)

lgal?pracey "7t

3 29
Avee (fo, fidair) = 55 19107520y = 52

N 3 45 135
Dota=55==-.—=—
4'29 116

$|©|~>|w

. , . 135
Ainsi, on en déduit que g, = f, — e fi

= Calculde g3,ona:

(f3.91)p11(q) (f3.92)p11(q)
93 = f3 TNz . TNz .

lgilPgracey " 2F  Ng2lPprage) 72

a) Premier coefficient :
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1
(f3.91)p11(q) 3 145 15 . s
—————= =% =-.— = — etaprés la premiére étape :
llgall BL1(Q) 2= 3 29 29
15
h=f -2
f3 2991

b) Pour I’orthogonalisation avec g,, on calcule :

135
<f3'g2)BL1(Q) ={fs,fo— E)BLl(Q)

1 135 1 1 45 13

2 116°3 2 116 116

Pour poursuivre avec les démarches, on a besoin de || g, || BLi Q)

Cependant ”92”2&1(9) = ||f2||ZBL1(Q) — alf2 fidpii)

. 135 3 405 2 309
Par suite : — .- = — et -=—
1164 464 3 464

405 309 96 1

ol 2 = —— = — = —
Drou lg.ll BLY(Q) T 464 464 464 483

Et le second coefficient donne :

13

g = Ti6 _ 13 464 _ 6032
26 116" 96 11136
464

D’ou la famille orthogonale des fonctions est :
g1(x,y) =x*y —1

135
g2, y) =xy — - (x*y — 1)

15 37 135
g:(y) =y -Gy -1 =[xy - @2y - 1)]
Déterminons la base orthonormale B’ = {g,', g,’, 95"}

Partant des composantes fonctions de la famille orthogonale ; suivons les étapes ci-apreés :

=  Normes
29 29
”gl”zBLl(Q) = 25° et ”glll BLY(Q) 45
2 =% _ 1 = |=
192115100y = 765 = 73> 192l 120y = 72

Norme de g3

A ce niveau, une vérification est nécessaire. On sait que par construction g; est orthogonal a g, et g,. Ainsi, sa norme se
calcule directement comme suit :

(£3.91% 1) _ (£3.92) g1

2 — 2 _
1951”5110 = 15151200 lo1l?pracy  N92l2prcq)
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. ||f3||ZBL1(Q) =1

29 (g)z 145 5

_1 2 — P _ 2
- <f3'g1) BLl(Q) - 3° ”91” BLl(Q) - 45 = 35 929 - 29

37 2 _ 9% 1
" (f3,92) BLI) = Tea’ llg: |l BLY(Q) ~ 464 4,83

37 \2
(m) 1369 464 _ 635216

Le rapport : ~3z— = . =
pp 26 26896 96 2582016
464
5 635216

29 2582016

En outre : ”93”23L1(9) =1-
On peut simplifier cette fraction, mais observons qu’elle reste positive trés petite (= 0,581)
Finalement, on obtient la base orthonormale aisément comme suit :

Définissons : g;' = —2 aveci = 1,2,3

T 9illpcg)

x%y-1

Drou: g,'(x,y) = —4=

45

135
Y Te%y-1)

, X
92 (x'J’) = 96
135

Y- (x2y-1)-Lxy-22x2y-1)

g3’ (x,y) =
J

5 635216

29 2582016

Conclusion

L’étude de ’espace de Beppo Levi d’ordre un, noté BL (), révéle une structure mathématique riche et fine, essentielle pour
I’analyse fonctionnelle. En intégrant a la fois la régularité des fonctions et I’intégrabilité de leurs dérivées, cet espace ouvre la voie
a des applications variées, notamment la résolution d’équations aux dérivées partielles. L orthogonalisation de Gram-Schmidt dans
ce cadre permet de construire des bases orthonormales, facilitant ainsi I’analyse des propriétés des fonctions au sein de cet espace.

Nous avons présenté a travers la construction de base hilbertienne que que (BL1 (X T ) forme un espace de Hilbert, ce qui
souligne I’importance des propriétés d’orthogonalité et d’indépendance linéaire des fonctions. En explorant des exemples
spécifiques, nous avons appliqué le procédé d’orthonormalisation, illustrant concrétement comment des bases orthonormales
peuvent étre extraites de bases existantes.

L’algorithme de Gram-Schmidt s’avére particuliérement utile, non seulement pour renforcer notre compréhension théorique, mais
également pour son application pratique dans des contextes varié¢s de 1’analyse numérique et fonctionnelle.

En somme, I’espace de Beppo Levi d’ordre un constitue un outil puissant pour 1’étude des problémes complexes en analyse
fonctionnelle, et son exploration continue promet de dévoiler encore davantage de résultats enrichissants. Ce travail souligne
I’importance de la théorie fonctionnelle moderne et son application dans divers domaines mathématiques, ouvrant ainsi de nouvelles
pistes de recherche et d'application en informatique a travers I’implémentation dans les sciences de 1’ingénieur.
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