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Résumé — Ce travail consiste 2 donner une nouvelle formulation de I’algorithme de Verlet dans le cas ou on utilise la dérivation
fractionnaire conforme a la place de la dérivée entiére.
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I. INTRODUCTION

L’algorithme de Verlet est une des méthodes numériques particuliérement adaptées aux systémes conservatifs [2]. Et a partir des
dérivations d’ordre entier et la formule de Taylor qu’on a élaboré cet algorithme.[1][2]

La dérivée fractionnaire conforme est une nouvelle forme de dérivée fractionnaire publiée en 2014 [3][4].
Parmi les questions qui peuvent se poser est :

Quels sont les changements dans sur 1’expression de 1’algorithme si remplace les dérivations d’ordre entier par des dérivées
fractionnaire conforme ?

Pour répondre a cette question, on va rappeler certains détails sur la dérivée fractionnaire conforme et sur 1’algorithme de Verlet.
Ainsi cet article va se diviser en quatre sections. La premiére section rappellera I’algorithme de Verlet classique. La partie
suivante parlera de la dérivée fractionnaire conforme. La troisiéme partiec répondra a la question posée. Ensuite , on reprendra
I’exemple prise dans [1], sur la variation de la distance de la comete de Halley et le soleil dont les calculs seront faites a partir de
cette nouvelle forme de 1’algorithme de Verlet. Pour terminer ’article on donnera des commentaires sur les résultats obtenus de
cette simulation

II. L’ALGORITHME DE VERLET [1][2]

Un des algorithmes le plus simple a mettre en ceuvre et largement utilisé en dynamique moléculaire est I’algorithme de Verlet. 11
repose sur le développement de Taylor du vecteur position et du vecteur vitesse. Dans notre cas on va considérer I’algorithme de
Verlet a un pas
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Si 7 est le rayon vecteur et ¥ le vecteur vitesse, les développement de Taylor de ces deux vecteurs sont :

h? d?7#
2 dt?

F(t+h) = F(0) + R () + ) + h20(h?) (1)

- ar ar dzr
v(t+h) = E(t +h) = E(t) + hw(t) + ho(h) (2)
N azr
En posant a(r(t)) = ®)
L’algorithme de Verlet & un pas repose sur les schémas numériques suivants :
— —  h?
Tna1 =T T hoy +—a, (3)
— s h
Vny1 = Vp t+ Z (@n+1 +an) 4
Remarque :
Dans (4), on a remplacé a,, par % (an+1 + @) pour avoir plus de précision dans le calcul

On procédera donc ainsi [2]:

1. Initialisation du pas h, de la durée T.

2. Initialisation des conditions initiales : t=0, I =, et V=V, .

3. Définition de la fonction 5(?) .
4. Tant que t<T faire :

a) Calcul de % = 5(?) :

S
b) Nouvelle position : I = + hv+—V,
2

¢) Caleul de a, = a(r).

T
d) Nouvelle vitesse : V=V + E(a0 +4a,)

e)t=t+h.

III. DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORME
Pour avoir des détails sur la dérivée fractionnaire conforme, on peut consulter [3] [4] [5] .
3.1 Définition et propriétés [4]

[6].Dans notre cas on va prendre la définition suivante :

. Ftes™)=r(0)
Dof(6) = lim, o LT

,0<a<1,si t>0; Dof(0) =lim,_oD.f(t) (1)
On rappelle que :
- Une fonction f est a differentiable au point t si D, f (t) existe

- Du(af(t) + bg(t)) = aD.f(t) + bD,(g(t)) pour tous, b € R, f et g sont & differentiable
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- D,(t")=nt""%pourn €N
- D,(C) = 0 pour tout constante C

Do(fF(©)g®) = fDag(t) + gD f (L), f et g sont a differentiable

(@) _ 9Daf ()=fDag(®)
@ \g(0 9()2

Do((fog)(®) = f'(g(t))Dag(t), f et g sont a differentiable et f est différentiable sur g(t)

, f et g sont ¢ —differentiable et g # 0

- Si f est différentiable alors D, (f(t)) = t17%f'(t)
3.2 Formule de Taylor
3.2.1 Théoréme [4]

Soit ¢ €]0,1] et n € N. Soient f une fonction (n+1) « differiantiable sur [0, o[ et s, t € [0, o[ .Alors nous avons :

1 ,t%—s%

£ = Zhoot CEDDEF(s) + 2 [ (5) Dt (@ dar ()

On note que DX*1f(t) = DX(D,f(t)). et d,T = 1% tdr

3.2.2 Remarque

A partir de (2) on peut écrire pour t>0 et h>0 :

ha(n+1) 1 1 1
j (1=5)"D™ f (((t+h)* +h*(1-s*)))d s 3)

((t+h) —t*

f(t+h):zn:((t+h) —t)" —D f+—

(1 ))"’

En effet :

L’utilisation de (2) nous donne :

b+ h)

f(t+h)= Zn:((t +h)* - ) D f(t)+ I (—— ) DM f(r)dz (4)

Si on pose

(t+h)* — % =h*(1-6)
“ = (t+h)* —h*(1-6%)

'dr =h“6*"'d@

Nous avons

1 a _pa 1
DEA=0D) 0pmer £ (4 ) +h*(1—6%))* )h“0*'d @
a

f(t+h):zn:((t+h) —te) Df(t)+ [«
k=0 (th)* —t*

‘(m

))”
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f(t+h)= i((uh)“ —ty Lprf o+ ™ 1 j
K=0 k! “ a" n!

Co(t+h)—t*
(=L
(-5

1
a-e*)" D;” f(((t+h)*+h“(1-6%))*)d_ o
))i
On peut écrire alors

ft+h)=> ((t+h)* —t*)" % DX f (t)+h™O(h*) aveclimy_, 0(h®) =0 (5)
k=0 .

3.2.3 Version fractionnaire de la loi de Newton [6]

On définit respectivement la vitesse fractionnaire et I’accélération fractionnaire par :

- v(t) = Dix(t) (6)
- a(t) = Dix(t) = (Dy)?x(t) (7)
Ainsi la version fractionnaire de la loi de Newton s’écrit :

F =ma=mDiv =m(D})*x (8)

IV. VERSION FRACTIONNAIRE DE L’ALGORITHME DE VERLET
4.1 Développement de Taylor du rayon vecteur et du rayon vecteur

Si # est le rayon vecteur et ¥ le vecteur vitesse, les développement de Taylor Fractionnaire de ces deux vecteurs s’ecrit d’apres

):

- r(t+h) =§((t+h)” —t“)kki!D;F(t)m““G(h“)
r(t+h)=r()+((t+h)* —t*)D. rt) + ((t+h)* —t*)? % D2r(t)+h**0O(h*)
Clest-a-dire : F(t+h) = r(t)+((t+h)* —t“W(t)+ ((t + h)* —t%)> %a(t) +h**0(h*) (9)

- V(t+h)= i((t +h)* —t)* % Dv(t)+h“O(h*)

Enposant d(#(t)) = D27(t) = DL (t)

Ona V(t+h)=v(t)+((t+h)* —t)a(rt))+h“0O(h*) (10)
4.2 Schéma numérique de ’algorithme de Verlet Fractionnaire

Posons ti = |h et nous avons :
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r(t, +h) =r(t)+ (4 +h)* =t W)+ (¢ +h)* =) %aai )+h?**O(h*)
r((i +1h) = r(ih) + (((i + Dh)* — (ihy*)v(ih) + ((i + Dh)* - (ih)*)? %é(ih) +h?*0(h”)
r((i+Dh)=r(h)+((i+1)% - i“)h“Q(ih)Jr%((i +1)% —i*)’h**a(ih) + h>*O(h%)
D’ou
R R (R e PR (S Ve O S IY

V(t; +h) = v(t) + (& + ) —t“)a(r(t))+h“O(h”)
v((i+Dh) = v(ih)+ ((( + Dh)* = (ih)*)a(r(ih)) + h“O(h*)
v((i+Dh) =v(ih)+ ((i+ D% —i“)h“a(r(ih)) + h“*O(h%)

D’ou
Voo =V, +((+D)° —i9h“ (12)
; foigi a & +8,, .
Pour avoir plus de précision on remplace @, par T dans (11), voir [1]

L’algorithme de Verlet s’écrit :

1. Initialisation du pas h, de la durée T.

2. Initialisation des conditions initiales : t=0, F =1, et V=V, .

3. Définition de la fonction 5(?) .
4. Tant que t<T faire :

a) Calcul de 5(; = 5.(?) .

- - . N . —
b) Nouvelle position : r =¥+ ((i+1)* —=i1*)h“v +E((I +1)% —i")*h**q,
¢) Calcul de 51 = é(r)

d) Nouvelle vitesse : Q = V+

((+ 1)“2— 1“)h* (a~0 N 51)

e)t=t+h.

V. EXEMPLE D’UTILISATION DE L’ ALGORITHME DE VERLET FRACTIONNAIRE

On va décrire la variation de la distance entre le Soleil et la Cométe de Halley en utilisant I’algorithme ci-dessus.
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5.1 Propriété particuliére d’un systéme de deux particules en interaction

Pour un systéme de deux particules situés en M, et M, a I’instant ¢, de masse respectives m1 et m2, en interaction dans un
référentiel galiléen R (0,, y, z). O est un point fixe de R. R™est le référentiel barycentrique de centre C, en translation par rapport

au référentiel R. Si f la force que subit |\/|1 etque f la force que subit M , - Alors

21 1-2

%(%(MMZ))R* =f., (13
Si on utilise la version fractionnaire de la loi de Newton.
5.2 Paramétrisation du probléme
Notons
M : la masse du soleil
m : la masse du cométe de Halley
r : la distance entre le soleil et la cométe de Halley

G : la constante gravitationnelle

D’apres (13) et [1] et que M>>m alors

r - r
F=1,,=- - d’ou Dgl’:—GMr—3 (13)

M +m r

5.3 Utilisation de I’algorithme de Verlet fractionnaire

On va décrire le mouvement de la cométe dans plan (O,x,y) et on prend comme point de depart le point le plus éloigné (1’aphélie)

comme point de départ. On a alors(voir [1]) X, =1, .. Yy, = 0, y,=0,et Vi, = Viin .A partir des résultats bien connus, nous
avons I =5.28x 10”m et V., =9.13x 10°m.s™" .L’application de I’algorithme de Verlet fractionnare a ce probléme
nous donne
1
x*D = x® 4 (k+1)* —k*)r*v® +5((k +1)* —k*)*r** g
k+1)“—-k*)z*
V)((k+1) =V)((k) n (( ) ) [
2
1
k+1 k k 2 _2a (K
y =y (k4D =k )V +E((k +1)* —k*)*r** g

k+1) | ()
9, +0.']

(14)

(k+D* =k“)z*
2

(k+1) _ ,(k) (k+1) (k)
v, =V [gy +gy]

L’indice de pas du temps est donné entre parenthéses en exposant afin de le distinguer de l'indice de la composante x ou de
l'indice de la composante y. Les composants de I’accélération sont donnés par

X
Oy =—K—

ry (15)
g, = _KF
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avec I'=+/X>+Yy’ et kK =GM

Nous pouvons utiliser des unités plus spécifiques dans les calculs, par exemple, 76 ans comme unité de temps et le demi-grand

=0.816, k =39.5

axe de l'orbite a = 2,68 x 1012 m comme unité de longueur. Alorsona I =1.97,v_.

5.4 Programmation avec le langage MATLAB

Le programme suivant est la mise en ceuvre de [D’algorithme décrit ci-dessus pour la cométe de Halley pour
a=1;08;0,7;0,6;0,4

close all

clc

clear

n=100000 %input ("nombre de pas n=%)
alpha mat = [1 0.8 0.7 0.6 0.4];

[lg , col] = size(alpha_mat);

res = zeros(col,n);

t = zeros(1,n);
X = t;
y = t;
= t;
vx = t;
vy = t;
gx = t;
gy = t;
h = 10/n;
k = 39.478428;

% Initialisation du probl?ne
x(1) 1.966843;

r(1) = x@1);

vy(1) = 0.815795;

gx(1) = -k /7 (r(1)"2);

for a =1 - col

alpha = alpha_mat(a);
for i =1 : n-1
t(i+l) = h * (i+1);

x(i+1) = x(i) +(((i+1)*alpha)-(i~alpha))* (h*alpha)*vx(i) +((((i+1)*alpha)-
(i~alpha))~2)* ((h~(2*alpha))/2)*gx(i);
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y(i+1) =y(i) +(((i+1)"alpha)-(i*alpha))* (h*alpha)*vy(i) +((((i+1)"alpha)-
(i%alpha))”2)* ((h"(2*alpha))/2)*gy(i) ;

r2 = x(i+1)"2 + y(i+1)"2;
r(i+l) = sqrt(r2);

r3 = r2 * r(i+l);

gx(i+l) = -k * x(i+l) / r3;
gy(i+l) = -k * y(i+l) / r3;

vx(i+l) = vx(i) + (((i+D)"alpha)-(italpha))* (h™alpha)* (gx(i+1)+gx(i))/2;
vy(i+l) = vy(1) +(((i+1)"alpha)-(i~alpha))* (h~alpha) * (gy(i+1)+gy(i))/2;
end

res(a, :)=r;

end

for 1 =1 - col

plot(t,res(l,:));hold all

end
legend("\alpha=1","0.8","0.7","0.6",70.4");

grid on

dstaceatrelecoded lesdel

) S—
N S—

Figurel : Variation de la distance entre le soleil et la comeéte de Halley ,calculée a partir de 1’algorithme ci-dessus, si I’ordre de la
dérivée fractionnairea = 1;¢ = 0,8; « = 0,7
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a=0.6
0=0.4
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Figure 2 : Variation de la distance entre le soleil et la cométe de Halley ,calculée a partir de 1’algorithme ci-dessus, si ’ordre de la
dérivée fractionnaire ¢ = 1;¢ = 0,6; « = 0,4

En observant sur les deux figures ci-dessus. On constate le temps, pour que la cométe revient prés du soleil augmente lorsque
I’ordre de la dérivée diminue. La convergence de cette valeur avec celle de la littérature [1] peut étre ajuster par I’ordre de la
dérivée qui intervient dans le calcul. Ce qui justifie partiellement notre résultat

VI. CONCLUSION

On a vu l’influence de la dérivée fractionnaire dans 1’algorithme de Verlet. Dans les prochaines études, en particulier, les
dynamiques moléculaires on verra son impact sur les résultats attendus.
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