
769                International Journal of Progressive Sciences and Technologies (IJPSAT)  
                      ISSN: 2509-0119.  
                      © 2021 International Journals of Sciences and High Technologies 
                      http://ijpsat.ijsht‐journals.org                                       Vol. 29 No. 2 November 2021, pp.163-170 

Corresponding Author: Jaonarana Eric 
 

163 

Simulation Numérique De L’écoulement D’eau Dans Une 
Couche Du Stipe De Bismarckia Nobilis « Satrambe » 

Numerical Simulation Of Water Flow In A Layer Of The Stipe Of 
Bismarckia Nobilis "Satrambe 

Jaonarana Eric 1, 2, Velomanantsoa Gabriely Ranaivoniarivo2, Rija Lalaina Rakotosaona2, Rafanomezantsoa 
Tsiriniaina Martin Antoine3 

1 Université de Mahajanga, Unité de Formation et de Recherche en Sciences Sociales (UFRSS) de Mandritsara de la  
Région SOFIA 

2Université d’Antananarivo, Ecole Supérieure Polytechnique d’Antananarivo, Mention Science et Ingénierie des 
Matériaux, BP 1500 Antananarivo, 101 Madagascar 

3Université d’Antananarivo Laboratoire Dynamique de l’Atmosphère, de climat et des océans (DYACO), Faculté des 
sciences 

 

 

 

Résumé— Cet article consiste à présenter un modèle numérique de l’écoulement d’eau à travers un milieu poreux rigide de la couche du 
stipe Bismarckia Nobilis « Satrambe ». Ce modèle est obtenu par la simulation numérique de l’équation de conservation en combinant 
avec la loi de Darcy.’intérêt de ce présent travail c’est de trouver l’évolution spatio-temporelle de la teneur en eau θ  à l’intérieure de la 
couche de stipe de Bismarckia nobilis.et de voir leur comportement hygroscopique.  

Mots clés— modèle numérique- Bismarckia Nobilis- loi de Darcy- teneur en eau- « Free Fem++ » 

Abstract— The purpose of this paper is to present a numerical model of water flow through a rigid porous medium of the Bismarckia 
Nobilis “Satrambe”stipe layer. This module is obtained by numerical simulation of the conservation equation by combining with Darcy's 
law. The interest of this present work is to find the spatiotemporal evolution of proportion of water θ inside the stipe layer of Bismarckia 
nobilis and to see their hygroscopic behavior. 

Keywords— numerical model- Bismarckia Nobilis- Darcy's law- water content- « Free Fem++ » 

 

 

I. INTRODUCTION 

Dans cet article nous allons, après avoir décrit le modèle physique, dériver un modèle mathématique [1]. La loi physique 
utilisée est la conservation de la masse. On suppose que le fluide à travers le milieu suit la loi de Darcy.  

Le problème que l’on se pose est le suivant,  on se donne un domaine borné (un cylindre de rayon 1 et de hauteur 1 contenant 

une couche de stipe de Bismarckia nobilis non saturé de teneur en eau initiale 𝜃௥ሻ. On injecte dans ce milieu poreux à travers le 

sommet une quantité d’eau et on regarde l’évolution spatio-temporelle de la teneur du traceur dans le domaine. La propagation de 
l’écoulement du fluide nécessite la connaissance des équations gouvernant ce phénomène en milieu poreux [2]. Dans ce modèle 
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physique, on suppose qu’il n’y a pas d’écoulement latéral. Le fond est ouvert et le débit de la source extérieure n’est pas élevé pour 
éviter d’avoir un écoulement diphasique.  

L’étude se fait dans un intervalle de temps tel que le front d’humectation n’atteint pas le fond. Cette hypothèse nous permet 
de simplifier le problème en évitant de se confronter à un autre type de problème à frontière libre où la variation du niveau de la 
nappe phréatique est non négligeable. On utilise la couche du stipe de Bismarckia Nobilis qui peut être supposé comme un milieu 
poreux rigide. 

A-Nomenclature 

𝜃 : la teneur en eau ;  

𝜌 : la masse volumique de l’eau ;  

𝜐 : la vitesse de filtration ;  

𝑞 : =𝜃𝜐 : la vitesse de filtration de Darcy ;  

𝜌௦ : Densité de la partie solide du milieu poreux ;  

𝜌ௗ : Densité apparente sèche du Bismarckia nobilis ;  

𝑓௠ : densité de source volumique.  

L’écoulement d’eau dans le milieu poreux sera régi par le phénomène décrivant l’écoulement du fluide.  

B-Mise en équation 

Supposons que le milieu poreux soit le cylindre universel de ℝଷ noté Ω. Soit 𝜔 une partie de Ω, 𝑉ఠ le volume de 𝜔 et ℳሺ𝜔. 𝑡ሻ 

la masse de fluide contenue dans 𝜔 à l’instant.  

Le volume élémentaire de 𝜔 sera 𝑑𝑉ఠ et la portion de volume occupée par le fluide, 𝜃𝑑𝑉ఠ. De là, on en déduit la masse élémentaire 

de fluide contenue dans 𝑑𝑉ఠ.  

𝑑𝑚 ൌ 𝜌𝜃𝑑𝑉ఠ  (1) 

donc  

ℳሺ𝜔, 𝑡ሻ ൌ ఠ𝑑𝑚׬ ൌ ,ఠ𝜌𝜃ሺ𝑥׬ 𝑡ሻ𝑑𝑉ఠ    (2) 

Si 𝜔 est un volume fixé, la loi de conservation de la masse nous permet d’affirmer que la variation de la masse dans 𝜔 par rapport 

au temps est égale à la somme du flux à travers la surface 𝜕𝜔 et des sources dans 𝜔. Ceci se traduit par l’équation 

ௗ

ௗ௧
 ℳሺ𝜔. 𝑡ሻ ൌ 𝜙௘ െ 𝜙௦ ൅  ఠ𝜌𝑓௠𝑑𝑉ఠ²׬

En remplaçant ℳ, 𝜙௘ െ 𝜙௦ par leur valeur, on obtient  

𝑑
𝑑𝑡

,ఠ𝜌𝜃ሺ𝑥׬ 𝑧, 𝑡ሻ𝑑𝑉ఠ. ൅׬డఠ𝜌𝑞. 𝑛𝑑𝜎 ൌ 𝜌𝑓௠𝑑𝑉ఠ. 

Où 𝑞 la vitesse de filtration et 𝑓௠ le terme source volumique. La formule de la divergence nous permet d’écrire  

ఠ׬

𝜕𝜌𝜃
𝜕𝑡

𝑑𝑉ఠ ൅ ఠ𝑑𝑖𝑣ሺ𝜌𝑞ሻ𝑑𝑉ఠ׬ ൌ  .ఠ𝜌𝑓௠𝑑𝑉ఠ       ∀𝜔׬

Ce qui donne ainsi l’équation d’écoulement :  
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∂ρθ
∂t

൅ divሺρqሻ ൌ f୫ 

Comme 𝜌 est constante, on obtient : 

𝝏𝜽

𝝏𝒕
൅ 𝒅𝒊𝒗ሺ𝒒ሻ ൌ 𝒇𝒎  (2) 

Où 𝑓௠ désigne l’apport massique du milieu extérieur. La quantité 𝑞 est donnée par la loi de Darcy généralisée par Richard  [3], [4],  

[5]:  

𝑞 ൌ െ𝐾ሺ𝜃ሻ∇𝐻ሺ𝜃ሻ 

𝐾 étant la conductivité hydraulique, 𝐻 la charge hydraulique. On a 𝐻ሺ𝜃ሻ ൌ ℎሺ𝜃ሻ ൅ 𝑧 𝑜ù ℎ désigne le potentiel matriciel et 𝑧 

la cote.  

En rapportant cette expression de 𝑞 dans (2.1), on obtient :  

𝜕𝜃
𝜕𝑡

െ 𝑑𝑖𝑣ሺ𝐾ሺ𝜃ሻ∇𝐻ሺ𝜃ሻ ൌ 𝑓௠ 

Dans cette équation, on a comme inconnues  𝜃, 𝐾ሺ𝜃ሻ𝑒𝑡 ℎሺ𝜃ሻ, ces deux grandeurs constituent les caractéristiques 

hydrodynamiques du milieu et leurs expressions sont généralement empiriques. Les modèles couramment utilisés sont ceux de Van 
Genuchten [6], de Brooks et Corey et de Gardner (1958) revu par Russo (1988) ; pour une description de ces modèles, voir[7]. 

L’expression du modèle de Van Genuchten de ℎሺ𝜃ሻ est donnée par l’équation :  

ఏିఏೝ

ఏೞିఏೝ
ሺ1 ൅ ሺ𝑎ℎሻ௡ሻି௠  (3) 

Où θr est la teneur en eau initiale et 𝜃௦ est la teneur en eau à saturation. 

Les valeurs 𝑎, 𝑛, 𝑚 sont des paramètres empiriques.  

Dans certains cas au lieu d’utiliser 𝜃 comme variable globale, il est préférable de considérer la saturation effective notée 𝑆௘ ൌ
ఏିఏೝ

ఏೞିఏೝ
.  

Ainsi,  

ℎሺ𝑆௘ሻ ൌ ଵ

∝
ሺ𝑆௘

ି భ
೘ െ 1ሻ

భ
೙   

La condition de Mualem nous permet de relier 𝑛 𝑒𝑡 𝑚: 𝑚 ൌ െ ଵ

௡
 ; de même que celui de Burdine : 𝑚 ൌ െ ଶ

௡
.  

Van Genuchten fournit aussi l’expression de 𝐾ሺ𝜃ሻ suivante :  

𝐾ሺ𝑆௘ሻ ൌ 𝐾௦௔௧𝑆௘
௅ ቈ1 െ ቆ1 െ 𝑆௘

ಽ
೘ሻ௠ቇ቉

ଶ

  (4) 

La valeur 𝐿 étant un paramètre empirique souvent égal à 0.5. Ce modèle contient cinq paramètres à déterminer : 𝜃௦, 𝜃௦𝐾௦௔௧, 𝑛 ∝
. Cependant, Brooks et Corey en 1964 avaient proposé le modèle suivant :  

𝑆௘ ൌ ఏିఏೝ

ఏೞିఏೝ
ൌ

௛೐
ഁ

௛
;   (5) 
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Ce qui est équivalent à :  

ℎሺ𝜃ሻ ൌ ℎ௘ ቀ ఏିఏೝ

ఏೞିఏೝ
ቁ

షభ
ഁ

  (6) 

avec 𝛽 paramètre empirique et ℎ௘ le potentiel au point d’entrée  de l’air.  

La conductivité hydraulique est :  

𝐾ሺ𝜃ሻ ൌ 𝐾௦௔௧𝑆௘
௣ାଶఉ

  (7) 

Quant à Gardner, il estime que  

𝐾ሺ𝜃ሻ ൌ 𝐾௦௔௧ expሺെ𝑎|ℎ|ሻ    (8) 

Avec 𝑎 ൐ 0,paramètre empirique de l’ordre de 
ଵ

௛೐
. Pour des milieux polydispersés on a 0 ൏ 𝑎 ൏ ଵ

௛೐
. En 1988, Russo obtient à 

partir de l’expression de Gardner la saturation effective sous la forme :  

𝑆௘ ൌ ఏିఏೝ

ఏೞିఏೝ
ൌ ቂሺexpሺെ0.5𝑎ǀሻሻሺ1 ൅ 0.5𝑎ǀሻ⦌

మ
್శమ  (9) 

Le paramètre 𝛽 est empirique et souvent égal à 0,5. Dans ce cas, il y a quatre paramètre à déterminer (𝜃ௌ, 𝜃𝑟, ℎ஼, 𝛽). Le 

modèle le plus utilisé par les physiciens des milieux poreux est celui de Van Genuchten et c’est ce dernier que nous étudierons en 
l’appliquant à l’étude du stipe de Bismarckia nobilis. 

L’équation se réduit à :  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

డఏ

డ௧
െ 𝑑𝑖𝑣൫𝑘ሺ𝜃ሻ∇𝐻ሺ𝜃ሻ൯ ൌ 𝑓௠

𝑞 ൌ െ𝐾ሺ𝜃ሻ∇𝐻ሺ𝜃ሻ
𝐻ሺ𝜃ሻ ൌ ℎሺ𝜃ሻ ൅ 𝑧

𝑘ሺ𝜃ሻ ൌ 𝐾௦௔௧ expሺെ𝑎|ℎ|ሻ, 𝑎 ≅
ூ

௛಴

ℎሺ𝜃ሻ ൌ ℎ஼ሺ
ఏିఏ௥

ఏೄିఏ௥
ሻ

భ
ഁ

  (10) 

 

  

⎩
⎨

⎧
𝜕Ω ൌ  ˥ଵ𝑈 ˥ଶ𝑈 ˥ଷ𝑈 ˥ସ

𝑞 ቀ
௫
→, 𝑡ቁ ൌ 𝑄 ቀ

௫
→, 𝑡ቁ 𝑠𝑢𝑟 ˥ଷ 

𝑞 ቀ
௫
→, 0ቁ ൌ 0 𝑠𝑢𝑟 Ω

 

II. MATERIELS ET METHODE 

2.1. Matériels 

1-Matériel biologique 

Le palmier Bismarckia nobilis (Figure n°01) fait partie des produits forestiers non ligneux (PFNL), il est bien évidement d'origine 
biologique autres que le bois, provenant des forêts, d'autres terrains boisés ou provenant d'arbres « hors forêts » [8]. Les herbes 
géants Bismarckia nobilis « Satrambe » présentent plusieurs sous-produits qui sont tous collectés pour différentes nécessités par 
la population. Bismarckia nobilis, connu habituellement sous le nom de « satrambe,», est un palmier dioïque de grande taille qui 
peut atteindre 10 à 20 m de hauteur avec un diamètre moyen de 20 à 30 cm [9] 

˥ଷ 

˥ସ 

˥ଵ 

˥ଶ 
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Figure n°01 : Bismarckia nobilis « Satrambe » 

2-Matériel numérique 

Le logiciel utilisé est « Free Fem++ », c’est un logiciel permettant des résoudre numériquement les équations aux dérivées 
partielles, en 2D et en 3D, il s’exécute en ligne de commande. Et permet de créer des maillages en s’appuyant à la théorie de 
Delaunay.  

2.2. Méthode 

Pour aboutir aux résultats numériques nous utilisons la méthode des éléments finis, on fait de la pondération par fonction test et  
on amène l’intégration  sur le domaine, la formule devient :  

׬
డఏ

డ௧Ω  𝑣𝑑Ω െ ׬ 𝑑𝑖𝑣൫𝑘ሺ𝜃ሻ∇𝐻ሺ𝜃ሻ൯. 𝑣 𝑑ΩΩ ൌ ׬ 𝑓௠. 𝑣Ω 𝑑Ω    (11) 

(avec ʋ fonction test à support compact c’est-à-dire valeur à la frontière nulle)   

න
𝜕𝜃
𝜕𝑡

Ω

 𝑣𝑑Ω ൅ න 𝑘ሺ𝜃ሻ𝐻ᇱሺ𝜃ሻ∇𝜃
Ω

. ∇𝑣𝑑Ω ൌ න 𝑓௠. 𝑣 𝑑Ω
Ω

 

Or  

𝜕𝜃
𝜕𝑡

ൌ  
𝜃௡ାଵ െ 𝜃௡

∆𝑡
 

Nous obtenons la formulation variationelle  

׬
ఏ೙శభିఏ೙

∆௧Ω  𝑣𝑑Ω ൅ ׬ 𝐾ሺ𝜃௡ାଵሻ𝐻ᇱሺ𝜃௡ାଵሻ∇𝜃௡ାଵ
Ω . ∇𝑣𝑑Ω ൌ ׬ 𝑓௠. 𝑣 𝑑ΩΩ     (12) 

𝜃 ൌ ∑ 𝜃௝𝜙௝; 𝑣 ൌ 𝜙௜
ே
௝ୀଵ    (13) 

𝜃 ൌ ൫𝜃௝൯ ൌ ሺ𝜃ଵ, 𝜃ଶሻ, … … , 𝜃ேሻ்    (14) 

𝑴 ൌ ൫𝑴𝒊𝒋൯
𝑵 𝒙 𝑵

ൌ ∑ ሺ𝑴𝒊𝒋
𝒌 ሻ𝑵 𝒙 𝑵𝒌  𝒂𝑣𝑒𝑐 𝑀௜௝

௞ ൌ ׬
ଵ

△௙
𝜙௜𝜙௝𝑑𝑥𝑑𝑦்௞   

𝑨 ൌ ሺ𝑨𝒊𝒋ሻ𝑵 𝒙 𝑵 ൌ ∑ ሺ𝑨𝒊𝒋
𝒌 ሻ𝑵 𝒙 𝑵𝒌    𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐴 ൌ 𝐴௜௝

௞ି௥ ൌ ׬ 𝐾൫𝜙௝൯𝐻ᇱሺ𝜙௝ሻ∇𝜙௝்௞ ∇𝜙௜𝑑𝑥𝑑𝑦  

𝑭 ൌ ሺ𝑭𝒋ሻ𝑵 𝒙 𝟏 ൌ ∑ 𝑭𝒊
𝒌ሻ𝑵 𝒙 𝟏𝒌   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐹ଵ

௞ ൌ ׬ 𝑓௠. 𝜙௜𝑑𝑥𝑑𝑦்௞    avec  

𝑀ሺ𝜃௡ାଵ െ 𝜃௡ሻ ൅ 𝐴𝜃௡ାଵ ൌ 𝐹  

ሺ𝑀 ൅ 𝐴ሻ𝜃௡ାଵ ൌ 𝐹 ൅ 𝑀𝜃௡  
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Finalement, nous avons l’écriture matricielle appelée schémas numérique ci-après  

𝑲 𝜽𝒏ା𝟏 ൌ 𝜽𝒏  (15) 

III. RESULTATS ET INTERPRETATIONS 

Le maillage a pour utilité de ramener un problème continu à un problème discret. La figure n°02 suivante représente le 
maillage d’ordre 2 que nous avons obtenu avec le « Free Fem++ » 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure n°02 : Maillage de la Coupe longitudinale du stipe de Bismarkia nobilis  à modéliser 

Au sein de la modélisation, On a  :   

𝑡𝑎𝑛𝑑 ൌ 𝑡଴ ൅ ∆𝑡. 𝑚  

Avec  

t0 : le temps initial  

tand : temps supposé connu dans la modélisation 

∆𝑡 : Variation de température, ici  cette valeur égale à 0,4 

m : le temps réel pour la modélisation  

Si t0 =0 

𝑚 ൌ  
𝑡𝑎𝑛𝑑

∆𝑡
 

En faisant varier le temps « m », et à partir des divers paramètres précédents, nous pouvons présenter les résultats de 
simulation dans le tableau (n°01) ci-après  qui est illustré par la figure 3 correspondante que le logiciel a sortie: 
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Tableau n°1 : Résultats de simulation 

t= 25s t= 50s t= 75s t= 125s t= 250s t= 500s 

 
     

 

 

t= 25s t= 50s t= 75s t= 125s t= 250s t= 500s 

      

Figure n°03 : Illustration des résultats de simulation 

D’après le tableau 01 et la figure n°03, nous voyons bien que la teneur en eau au fond du cylindre augmente en fonction du temps, 
donc l’eau versée est toujours emmagasiné par le matériau stipe de Bismarckia nobilis (satrambe). 

IV. CONCLUSION 

Les résultats obtenus par la simulation numérique de l’écoulement d’eau dans une couche du stipe de Bismarckia nobilis 
« Satrambe » s’accordent bien avec ceux des recherches faites au laboratoire du Génie chimique de l’Ecole Supérieure 
Polytechnique d’Antananarivo qui ont montré que le matériau stipe de Bismarckia nobilis (satrambe) a un pourcentage de capacité 
d’absorption très élevé 89,48% [10], c'est-à-dire que la fibre emmagasine l’eau et sa masse  après essais augmente de deux fois de 
celle d’origine. 

En effet la connaissance du caractère hygroscopique du Bismarckia nobilis (satrambe) approuvé par la simulation permet la 
compréhension du processus de séchage, il faudrait adopter pour le Bismarckia nobilis un mode de séchage qui lui est approprié. 
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