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Résumé — Le but de cet article est de construire une suite de polynémes spéciaux appelés polynémes triangulaires dissociables et polynémes
triangulaires multipliables et d’étudier leurs propriétés et leurs spécificités. Pour cela on va utiliser le coefficient binomial de Newton

n n
(coefficient binomial usuel) noté (m) ,0 <m < n, avec m,n € N, le coefficient binomial de Gauss (m)e avecm,n € N, de paramétre 0

et construire des coefficients spéciaux notés A";™", appelés coefficients triangulaires, que ’on ne va pas confondre avec le coefficient
trinomial. On utilisera les relations d’orthogonalité pour obtenir des propriétés des coefficients triangulaires et des critéres de
triangularité dissociable et multipliable.

Mots-clés — Coefficients binomiaux, coefficients triangulaires, relation d’orthogonalité, triangulaire dissociable, triangulaire
multipliable, coefficients triangulaires non dégénérés, systéme unitaire.

I. LES COEFFICIENTS BINOMIAUX
Soit K un corps commutatif arbitraire.
a. Coefficient binomial de Newton

On appelle coefficient binomial de Newton le coeficient noté (m) ,0 <m < n, avecm,n € N, défini par la relation de récurrence

[11[2] [3][4].

(0=G=1 G)=C)+GI)m=1 M
Dans le cas, ou char KX = 0,o0n a
!
(:l)=m 0<m<n, )

Dans le cas, ou char K = p, nombre premier, on définit les coefficients binomiaux par la relation de récurrence (1), de plus on
n . . . .
pose (m) = 0pourn <m,n < 0oum < 0 Lareprésentation (2) a lieu seulement pour 0 < m < n < p = char K. Dans la suite

on considérera uniquement un corps Q ¥, donc de caractéristique 0.
Ces coefficients sont étroitement liés aux polynomes de Newton (d’ou leurs noms) [5] [6].

() =1, Wp=x(x—-1).(x—n+1) 3
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et aux polyndmes d’interpolation de Newton [7] [8] [9] [10].

G=1 (-5 )

Notons les relations d’orthogonalité suivantes [1] [11] :

@u=Y  sinm).xm
i 5)
x™ = Z =052(n, m). (X)m

ou s;(n, m) et s,(n, m) sont respectivement les nombres de Stirling de premiére et de seconde espéce. [1][2][6][8]1[12][13].

Lemmel. 1.

Pour tous 0 < m < n, ona, (:111) - (X)|
X=n

Preuve :
En effet
Xy =XX-1D.X—-m+D)=X-m+m)X-1).X—-m+1)
=X-1D.X-m+1D)X-m+mX-1..X—-m+1)
=X -Dp+mX—1)4
d’ou en divisant 1’égalité par m!, on obtient
() =D+ (2D
En remplagant X parnona(1l). =

Soit maintenant ((x — 1)™),,5¢ une suite des bindmes de Newton, on a

w-vr= > (" e-ve-om ©)

nmsksn+m

) k!
(") = (fz) (e Zm) = (k—n)!(k—m)!(n+m—k)!

que I’on démontre facilement par récurrence sur k en utilisant (1) [5][6][7].

. n,m . - ; . . . .
Le coefficient ( k ) est appelé coef ficient triangulaire de Newton, coefficient qu’il ne faut pas confondre avec le coefficient

trinomial :
k KO
( )=—,oun+m+p=k.
n,m,p n!m!p!
On dit que la suite de bindmes de Newton ((X —1)™),», est triangulaire multiplicative dissociable par rapport aux

coefficients (n km) ,(nm<k<n+m).
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b. Coefficient binomial de Gauss

D’une maniére analogue on appelle coefficient binomial de Gauss de paramétre 6 appartenant au groupe mltiplicatif 5¢* = F\{0},

avec 6 un élément d’ordre w (w = 1,i.e. 8 = 1 et w = oo ne sont pas exclus), les coeficients notés (m) définis par la relation de
6

récurrence [4][8][14] .

©),=(), =1 ), =om ("), + (Y, m=1 %

Sin < m ou bien au moins un des nombres n ou m plus petit que 0, on pose (:1)9 = 0. Lorsque 8 = 1, la relation de récurrence
nous ramene au coefficient binomial de Newton.
Ces coefficients sont étroitement liés aux polynomes de Gauss (d’ou leur nom) [8].

P20 = -1DX-0)X—-62)..(Xx — ™) (8
et aux polynomes d’interpolation de Gauss

B

(6)( X) = p(g)(en) 0sn<w) 9

Notons pour la suite que siordt=w < o, POX) = (X¥ — 1) et POX) = (X¥ — 1)[/wl, (Tzn)(X) oun = [n/wlw +

1,(n) (0 < 7, (n) < w). [r]désigne la partie entiére d’un nombre rationnel r € Q.
On va donner la forme explicite des coefficients binomiaux de Gauss [4][14].
Propositionl.1.

Sim < w, alors pour toutn :
(), = @™ (10)
Preuve :
Démontrons d’abord la relation de récurrence
Q8 (0X) = 0™ QS (X) + Qi (X). 1D
En effet par définition

PP (0X) (60X —1)(0X — ) ...(6X — 6™ D _[6X—6™) + (0™~ D](OX - 0)..(6X — 6™ ")

(9)( X) =
PO o™ By (6™ B (™)
_(6X—6)..(6X 6™ (X —6™) (0"~ D" (X~ DK =) .. (X —6"?)
P (6™) P (6™)
S =D X - (X —1)..(X—6""2)
P (6m) ¥ P (6m-1)
d’ou (11).

Ensuite par récurrence sur m = 0, on démontre la relation (7), d’ou le résultat. m
Supposons maintenant que 8 est d’ordre oo, alors selon (10) [4] [12] [14]

@™ — 1)(8™ — 8)(8™ — 62) ... (™ — 6™ 1)

(m), = {@ D@ =@ =65 .7 = 7
0 sim>n

sio<m<n
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1-6MA-6mH(A —-0m2)...(1—gnmtl)

si0d<m<n

= (1-6)(1-62)(1-63)..(1—6m) 12)
0 sim>n

n

(0)9 =1
On pose alors [4] [14] :

1-6m 0
[m]g = Z i=14+60+62+...49m1 = BT pour *1 (13)
o<i<m m pour 0=1

d’ou
—1p-n—m+1
(n) _[nlgln—1lg--[In—m+ 1], (14)
m/g [1]6[2]g -~ [mle
En termes de 8 —factorielles n!y = [1]g[2]g --- [n]g la formule (14) peut étre écrite sous la forme
n nlg
S — <
(m)e mlg.(n —m)ly (m<n) (15)

formule analogue a (2), d’ou la symétrie (::l)g = (n il m)epoulr m<n.

Notons aussi que contrairement au coefficient binomial de Newton, le coefficient binomial de Gauss a une limite lorsque n tend
vers oo pour |6] < 1.

oo . 1 1
(m)e = Jim (rrrll)e Tmy,(1-0)m (1-0)(1-65(1-63)..(1-6m)

Avec les résultats ci-dessus on montre

(n) _ 1-06m (n—l) _ [n]g (n—l)

m/g 1—-0m\m—1/y [m]g m-—1 g.

Avec la formule ( )9 =((1-6m/1—-6™"™) (nr; 1) on obtient de nouveau les relations de récurrence [4][14] :
0

)y =0 (), + (D), e Gy = (), o (20,

Ce sont les 8 —analogues de la relation de Pascal [14].
La proposition suivante et ses conséquences sont des propriétés spécifiques dans le cas, ou 1 < w < oo
Propositionl.2.

Sim+n<wetd<n<w,alors

("), = omemG) (e D, (16)

Preuve :

On transforme 1’expression
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w—n w—n w—-n

ok —1) = (-1)™ v — k) = (—1ymez Wi~ 1
( )=(1D ( ) =(-1) ( )
k=w-n-m+1 k=w-n-m+1 i=w-n-m+1
m+n-—1
=me ) [T @ -v.
j=n

On divise ensuite 1’égalité par ]_[;-”:1(91' — 1) et on obtient le résultat. m

Corollairel. 1.
— _(m+1
PourOSm<w,ona:(W 1) =(—1)m9(2).
m /g
Corollairel. 2.

Sil<m<w-—1,alors (E/l)ezo.

Preuve :
En effet :
wy _ amw—1 w—=1y _ mm—(m+1) _ m-19-(%) _
)y =0 (o) + (2 ]) = comem ) 4 pymtg G)=0 m
Dans la suite on va énumérer quelques propriétés des coefficients de Gauss qu’on aura besoin :
Théorémel. 1.
Sin=aw+r,m=bw+s(0<rs <w),alors
ny _ (a\(r\ _ (Q\ ), or
(), = () (5), = (5) @™ @" a7

Preuve :
La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour cela on va considérer quatre cas possibles :

aA)0<r<w-1,0<s<w-1.0na

(), =0 )+ (1), = ) (), + () (D),
=G (), + (2,1 = BT,

b)r=w—1,0<s <w —1.Ona en utilisant la démonstration précédente et le corollaire 2 de la proposition 2 ci-dessus :
("), =B (), =0= ("3 D),
c)0<r<w-1,s=0.0na
(), =0 Gy * G 1), = G (0, + (6 2 0) G 2 ),
6
=(5)ro=() (")),

d)r =w —1,s = 0. Comme ci-dessus on a

("), = G5, + 62D G,
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=E+62)=(3 =300, =

Corollairel. 3.

On a les relations symétriques

() =G 2, (18)

Preuve :

En effet sin < m les deux expressions sont nulles. Soit alors n = m, donca = b. Supposons d’abord r > s, alorsn —m =
(a—b)w+ (r—s),avec0 <r—s<w.D’ou

(m)y = () (), = (2 0) (- 25, = )
Soit maintenantr < s, alors0 < r <r+w-s<wetn—m=(a+b— 1w+ (w+r —s), par suite

(s = (G) (), =0= (b -1 G+ =5)y = (2 )y:

Propositionl. 3.

Pour tousm < k < n,

), G = G, G, (19)

Preuve :

Soitn=aw+r, m=bw+sk=cw+t (0<r,s,t <w).
, ny . ny _ . . n—my _
Supposons d’abord, r < t, alors (k)9 =0 et si de plusr <s, alors (m)e =0. Si au contrairer = s, alors(n _ k)19 =

( a—b )( s )g=0,car0Sr—s<W+r—t.Onpeutdoncsupposer,quetSr,etsideplusr<s,alors(rl:l) =

a—c—-1/\w+r—t P
n . . n—m - r—s .

( ) =0, siaucontrairet < s <, alors(k) = 0,( ) = (a b)( ) =0,car0 < r — s <r — t. Ainsi dans tous
m/g m/g n—kl/g \a—c/\r—t/g

les cas considérés ci-dessus les deux parties de 1’égalité sont nulles. Enfin on peut supposer que s < t < r. L’égalité (19) s’obtient

en faisant le produit des relations (Z) (Z) = (Z) (g : lc)) et (:)9 (;)9 = (Z)e (1; : i)e’ ce qu’il fallait démontrer. m

Dans la suite on a besoin des relations d’orthogonalité [16] suivante valable pour tout w :

PO (xX) = Z(—l)“‘ke(nER) (), X (20)
k=0
et ’'inverse :
X" = Z (Z)e PO (x) 21)
k=0

que I’on démontre par récurrence en utilisant la formule de récurrence (7), voir aussi [14] . En posant X = 1 dans (20) on obtient
I’égalité :

;(_1)11—169(";’() (;{l)g =60

ou &, désigne le symbole de Kronecker.
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En utilisant la formule (19) on obtient la relation d’orthogonalité :

= m—k
2. oo (), (7), = o

Dans I’espace vectoriel des polyndmes F[X] considérons I’opérateur [10] [11] :

(1sPY(x) = ZEO PO

A coefficient pres il a été introduit dans les travaux de Jackson F.H. Il est appelé la dérivée Eulerienne et joue un role trés important
en g —combinatoire [14]. Son utilisation est exclusivement dans le casw < 0. On a aussi besoin de ’opérateur (T, P)(X) =
P(aX). On peut montrer par récurrence sur 1, que pour tout w

@zP)x) = 6~ @)x (PP (1,)P) () (22)

(TEP)(X) = Z o(2) (2)9 X<(A5P)(X);

k=0
k n
0(2)akp® = p®(g%) (), B (23)

Supposons que w < oo, alors I’opérateur Ag est nilpotent. En effet P‘f,g)(Tg) =Ty — 1 =0.1lenrésulte de (22) que Ay= 0. D’ou
la formule de Jackson [15] [16] (écrite dans une autre notation). Pour tout polyndme P de degré inférieur aw = ord(0)

w-1
Po0 = 0l2asp() 00 29)
k=0

valable uniquement pour les polynémes de degré inférieur a w.
Théoremel. 2.

SidegP < w, alors pour @ € X

-1

P(aX) = B(IZC)akA’,;P(a) 0}20'9) (25)
0

N

=
I

Preuve :

On peut vérifier que AKT, = a¥T,AK, d’ou (A’gTaP)(l) = ak (A’gP)(l). En appliquant la formule (24) au polynome T, P on
obtient le résultat. m

Corollairel. 4.

Pour toutn < w et pour a € K

n

n
PO (ax) = Z (o), @ PO@BO 00 (26)
k=0
Il en résulte :
Proposition 1.5.
Pourn <w
n n
n —(n—
PO = (1), X PO (). () = ) 8- n-0kxk ol (00 (). 27)
k=0 k=0
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En posant ici X = 8% et Y = 6" on obtient une généralisation § —analogue du théoréme d’addition de Vandermonde [1][2] :

n n
(570 = 2,00 (2, @, = 2, 0 )y Dy (28)
- =

II. LES COEFFICIENTS TRIANGULAIRES DE GAUSS

On introduit les coefficients.

(n }(m)g - (k riln)g Prgfzn_k(en) = (n + m — k)a Prff-zn—k(gn)'

’

appelés les coefficients triangulaires de Gauss de premicre espece. Il est évident que ( k ) = 0 si une des conditions suivantes
6
estréalisce n>k, m>k, n+m—k <0, n+m—k = w.Siaucontraire 0 < n+m — k < w, alors

(n ,m) _ P (™). B, (6™
0

k p©® _k(9n+m—k) ’

n+m

d’ou la symétrie
("), = (),
PropositionIl. 1.

La relation de récurrence suivante est réalisée

(D, @ =om ("), = (",

Preuve :

En effet on a par définition :

m

(), 0= 0m (), = ), PO+

+(9n _ 9n+m—k)Pn(fzn_k(6n)6k—n (k ri"n)a

= [(k —1::— 1)9 + Hk_n (k Tn)g] P"E'?'zn_k+1(6n)

= (T]?ji)e Pr§-€2n+1—k(9n) = (n'";(-l- 1)6' u

Notons qu’en prenant cette relation de récurrence, avec la condition initiale (n;qO)g =1 comme définition le coefficient
triangulaire de Gauss est bien défini pour tout 8 d’ordre arbitraire.
Théoremell. 1.
On a I’égalité :
PO PO = Z ("), B (29)
nmsksn+m

Preuve :
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On démontre par récurrence sur m :

PP (0. B0 = PP (0). PP () (X — 0™) = rf ("), B2 @I — ) + (6% — 6™)]
k=0
- f ("), B2 @@ -6 + Tin(ek o ("), BP0
k=0
k=0
"Zlm'_";)gmk (% >wm_“g<w+1>gp,% :

En posant dans (29) X = 68! (0 < | < w) on obtient une égalité duale de (28) :

l

(), Gy = 22247 (), G 2 ), ),

k=0
Ainsi pour w = ord 8 = +o0 on peut écrire quel que soit! = 0 :
(9)(61) Q(Q)(gl) — Z [ ] Q(Q)(gl)’
n,msksn+m

Avec :

n}(m]g — gle=m)(k=m) (71’61)9 (k fm)g’

d’ou I’on obtient si ord 8 = +oo

e’m.ePw = > [ e, (30)

nmsksn+m

Il résulte de (29) et de (30) que siord 8 = +oo

[n,m z(n,m) PP ™. (6™
6 Pk(g)(gk) )

(BD

. n,m , .. i . N .
Les coefficients [ k ]9 sont appelés les coefficients triangulaires de Gauss de seconde espéce, nuls sik < n,k <m,k >n+m.

PropositionIl. 2.
On a I’égalité :
n+m

mp(6) — nm+m—k) (M ®)
xmp®(x) Ze (=), B0

k=n

que I’on démontre par récurrence sur n.

En passant dans cette derniére égalité aux polynomes Q,ELG) (X) on obtient

n+m n+m
mn @ yy — pnm m ) (gkyn(© nm k,n (e)
xmeP e =omm > (M) P00 = 0 Z (o) e
k=n

d’ou:
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n+m

X200 = 00mm y (1) o) (32)
k=n

11 résulte de (27) et de (32) la formule :
n,m
o= > ("), eew
n,msksn+m
par suite siord 8 = oo :

PPan = > [, AO0RP . (33)

nmsks<n+m
On dit que la suite des polynomes Prfe)(X ) est multiplicative triangulaire dissociable par rapport aux coefficients [n ;Cm]a' 11 faut
noter que siw < oo, (33) est valable pour toutn,m < wetn+m < w.
PropositionIl. 3.
Sin=iw+sm=jw+tl=Lw+r, 0<r s t<w,onapourtousnm<k<n+m:
"= COE,
Preuve :

En effet par définition :

[n ;(mL — ¢ (k=m)(k=m) (71;)1 (k fm)r — fl=Dwr=s)[a-pw+r-t] (fx i Z)T ((l _ ]t:;vw++sr B t)r

—erra ()0 ()62, = (),

CorollaireIl. 1.

Danslecas,ouordt =w < wopourtousn,m<k<n+m

n,msk
n,m
ICOR N i W RleoTileo)
n+mszk ’

c'est-a-dire la formule (33) est valable quel que soit ord .
Preuve :

Soit k = lw + r, alors

ijst . - ) . stsr
Pk(f)(XY) = (X"Yvw — 1)lPT(r)(XY) = 2 | (l 2]) (X¥ — 1Di(Yw — 1. E [S;t] PS(T)(X)Pt(T)(X)
izl s+t=r T
iw+s, jw+t<iw+r ek
= > (D e -vePmer-pirPm = Y [1T] AP wRP .
l r i s t k . n m
iw+s+jw+tzlw+r =

L’avant derniére égalité s’explique comme suit : Tout facteur additif de la partie a gauche se trouve dans la partie a droite. En méme

temps de I’inégalité iw + s < Ilw + r, il découle i < [ mais pas obligatoirement s < r. Cependant en vertu de la présence de [57: t]
T

il reste uniquement les facteurs additifs avec s < r. Ainsi la partie a droite ne contient pas de facteurs en plus m.
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III. RELATION D'ORTHOGONALITE
A. Construction de I'orthogonalité

La construction se base sur les matrices triangulaires supérieures S = (Sp,,) (m >n = s, = 0) & éléments dans le corps
commutatif JC. Pour toute suite (ou pour tout vecteur ligne) x = (X, )mso d’éléments d’un certain espace vectoriel sur K est défini
le produit x XS = (X0 _0 Xm-Smn)nso- La suitey =x X S des éléments y, = Yv_oXm-Smn €St appelée la transformée
triangulaire supérieure de la suite x = (X;;,);m=0. Notons que dans le cas ou la matrice S est inversible la matrice inverse notée T =
S§™1 = (t,,n) est aussi une matrice triangulaire supérieure. Les conditions d’inversibilit¢ S X T = T X S = I (I est la matrice unité)
de la matrice triangulaire supérieure s’écrivent sous la forme :

k k
Z Smn-thk = 6m,k ) Z tmn-Snk = é‘m,k (34)
n=m n=m

ol &y, 1 est le symbole de Kronecker et elles sont appellées les relations d’orthogonalité [1][2]. Les matrices S et T sont I’inverse
I’une de ’autre, si et seulement si x X § =y & y X T = x. Autrement dit

n n
Yn = Z Xm-Smn & Xn = Z Ym-tmn - (35)
m=0 m=0

On va aussi appeler les relations (35) « relations d’orthogonalité » entre les suites x = (X, )m=0 €t Y = ) m=o- On dit aussi que
ces formules sont les formules de réciprocité (pour les coefficients S,,,, €t t;,, [5]. Dans le cas, ou x = (X)) ms0 €t Y = W) mso
sont des bases d’un méme espace vectoriel, les matrices S et T sont les matrices de passage entre ces deux bases. Notons enfin que
si x, y, z sont des bases d’un méme espace vectoriel, telsquey = x X S;, z=y X S, et z = x X S3, alors S5 = §; X S,.

Comme exemple typique de la construction décrite ci-dessus on considére les relations d’orthogonalité entre les suites de polyndmes
standards dans le sens deg P, (X) = deg Q,(X) =n (n = 0), qui forment des bases de I’espace vectoriel des polyndmes K [X],
n n
PLO=D" 500 © G =Yty ) (36)
m=0 m=0
relations d’orthogonalité qui définissent des matrices triangulaires supérieures réciproques S = (Sp) €t S =T = (t0)-
a. Relations d'orthogonalité utilisant les coefficients binomiaux

Dans la suite, on considére quelques relations d’orthogonalité utilisant les coefficients binomiaux entre des polyndmes standards
spéciaux et les coefficients qui leurs sont affectés.

Les relations d’orthogonalité entre les deux bases canoniques (X — 1)™) 150 €t (X™)ps0

X-1"= Z;ZO(—Q”—’” (M)xm e xn = Zn

o) X =17

définissent les matrices supérieures triangulaires réciproques :

n

Co=(Comm () e @rt=m=(() (37)

Les relations d’orthogonalité entre la suite des polyndmes d’interpolation de Newton ((‘:)) et la base canonique (X™),,50
nz0

n

I

m=0 m=0

définissent les matrices supérieures triangulaires réciproques :

5, = (sl (n,m)

ol ) et (Sp)™' =Ty = (s2(n, mIM) gm0 (38)
. ,n=0

Ou s, (n, m) et s,(n, m) sont respectivement les nombres de Stirling de premiére et de seconde espece [1] [2] [10] [17].
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Les relations d’orthogonalité (20) et (21) entre la suite des polyndmes de Gauss (P,fg)(X ))n>0 et de la base canonique (X™),,5¢

n

2= Yo TI(3) e = = 3 (1), 0
m=0 m=o

définissent les matrices supérieures triangulaires réciproques :

c® = ((_1)n—m9(n_2m) (:rll)e) et (Cl(a))-l =p® = ((7:11)9) (39)

mnz0 m,nz0

Les relations d’orthogonalité entre la suite des polyndmes d’interpolation de Gauss (Q,(le) 04 )) et de la base canonique (X™) 50,
nz0

obtenues a partir des formules (20) et (21)

n (_1)n—m6(n_2m) n n
Qr(ze)(X) — Z P(a)(gn) (m)e XM & X" = Z (7?1)6 Prglg)(gm)Qr(r?)(X)
m=0 n m=0

définissent les matrices triangulaires supérieures réciproques :
n-m
_yn-mp (") (M
( 1) oL 2 (m)g
(6
B,/ (6™)

s©@ = et (s9) =10 = ((r’;)e P,ff)(em)> (40)

mnz0
m,nz0

Les relations d’orthogonalité entre la suite des polyndmes de Gauss (Pn(e) X ))n>0 et de la base canonique (X — 1)™),,5¢ sont

X—1)n = Z c®@n,n) POx) o PO ) = Z 4O (m,n) (X — D)™,
m=0 m=0

Donnons les formes explicites des coefficients d® (m,n) et ¢® (m,n). Notons d’abord que ¢® (n,n) = d@ (n,n) = 1. D’aprés
la formule de Taylor :

DmP(e) n n—k
® B = N () (MY (K
d®(m,n) ( )= omrelz ) (7) (K) (41)
k=m
que I’on peut écrire sous la forme matricielle Dz(a) = Dy X Cl(e), par suite, en passant a la matrice inverse on obtient CZ(G) =
Dl(a) X Cy, d’ou :
n
@) = _1yn—k (M (k
c© (m,n) Z( v (7) (m)g. (42)
k=m
Ainsi sont définies les matrices triangulaires supérieures réciproques :
k(M (K -1 —kg("T) My (K
o = (o ()(E),) e e =0 = (ol (), (1)) (43)
M76/ mnz0 o sm mnz0

Notons que dans le cas, ou ord 6 = oo on peut encore écrire :

n m (—1)m—i9(m2_i) m gik n (_1)m—i9(m2_i) m (CIE
= 2 (), ;wmgh - #m&L

Les relations d’orthogonalité entre la suite des polynomes d’interpolation de Gauss (Q,(le)(X ))n>0 (avec ord 6 = ) et de la base

canonique (X — 1)™),150 :
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& d®(m,n) n W N m
e x) = Zo—ﬂfe)(@") X-D" & X-1) :mZoC(G)(m m) PP (0™QW (),

ou les coefficients d® (m,n) et c® (m,n) sont donnés respectivement par les formules (41) et (42) définissent les matrices
triangulaires réciproques :

()
52(9) = <—d (m,n)) et (5(9)) (9) (c“”(m, n)P,ge)(am)) (44)

Pn(e) (Qn) -0 mnz0

Remarquons que pour toutn > 1 :

dOn M-y (el
PO my Il 6m—-6H) 1-6m

les relations d’orthogonalité entre les suites des polynomes de Gauss (Pn(e) X ))n>0 et (Pn(f) X ))n>0 de paramétres différents 6 et T

n n
PO = ) e m) BP0 & BO00) = Y c@(m,n) B X)
m=0 m=0

définissent les matrices triangulaires réciproques

c@0) = (C(T'a)(m, n))

et (COM) = O = (c(e'f)(m, n)) , (45)
mnz0

mn=0

ou, d’aprés la formule (39) on a D" x € = @9, par suite
y (")
(.6) _ _yn—k g5 ) (MY (k
¢®9) (1m, n) kZ( ol (7)), (). (46)
=m

Les relations d’orthogonalité entre la suite des polynomes d’interpolation de Gauss (Q,(le) X ))n>0 (ord 8 = o0) de paramétre 6 et

la suite des polynomes de Gauss (Pn(f) X ))n>0 de parametre T :

n (T,G) n
c m,n
00 =Y S p0y e B = D e@0(mm) RO (0m0L (),
P (6™)
m=0 n m=0

ou les coefficients c(#® (m, n) et c(®P (m, n) sont donnés par la formule (46), définisssent les matrices triangulaires réciproques :

(.6)
c m,n _
S0 = (—( )) et (SE0) ™ = 7 = (C(B'T)(m, n)BEf)(H’")) (47)

Pn(e) (gn) 50 mn=0

IV. SUITE DE POLYNOMES TRIANGULAIRES DISSOCIABLES

Le systtme d’éléments (An,'(m)kmmo d’un corps commutatif K est dit triangulaire siA";" =0 pourk >n+m ouk <
max(n, m). Dans ce cas les éléments A", sont appelés coefficients triangulaires. Tout systéme de coefficients (A" ;™) mnzo tel
que (n +m = k = max(n, m), peut étre prolonge par des éléments nuls pour obtenir un systéme triangulaire.

Soit (B,(X))ns0 une suite de polyndmes standards (i.e. deg B, = n)," * " une opération sur les arguments (X * Y € X [X,Y]). On
dit que la suite (B,(X))nso est triangulaire dissociable par rapport a I’opération” *"et le systéme de coefficients

triangulaires (A";™) . mnzo Si elle vérifie la décomposition suivante :

n,msk

PX V)= D AN B(OP(Y) (48)

n+mszk
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En vertu de I'indépendance linéaire du systéme {P,(X) B, (Y)} 1 nz0, les coefficients A";™ sont définis d’une maniére uniforme.
Lorsque I’opération « * » est I’addition « + » on dit que le systéme est dissociable additif et lorsque 1’opération « * » est la
multiplication « X » on dit que le systéme est dissociable multiplicatif. On dit qu une suite (B,(X)),so st triangulaire dissociable
si et seulement si, elle est triangulaire dissociable par rapport & un certain systéme de coefficients triangulaires. Lorsque 1’opération

% est commutative (resp. associative), on a respectivement

k k
A= AT et Z AN AT = Z A AT (k,4,m,n = 0) (49)
i=max(n,m) j=max(m,f)

r , I -1
Il résulte de la définition (48) que pourn = 0, Py(X) = (AO(')O) .

Un élément € € K est unité par rapport a I’opération «* » si X * ¢ = X. Il est évident que dans le cas multiplicatif ¢ = 1 et dans la
cas additif e = 0.

LemmelV.1.
Ou bien 4¥;% = 4°; ou bien P,(¢) = 0 (k > 1).
Preuve :

1l résulte de la définition (48) la relation Y%,__, A"/" P, () Py (€) = Pe(e)(n = 0,1, ..., k), d’ott A*2Py(e)Pc(e) = P(e) (k =
1). m

En théorie combinatoire, la suite de polyndmes (B, (X)),.so est dite binomiale, si :

k
Po(X) =1 et PL(X+Y) = z (ﬁ) Py(X)Pe_n(Y) (k= 0).

n=0
Ainsi une suite binomiale est triangulaire additive dissociable par rapport au systéme des coefficients triangulaires A";" =
(fl) Orn+m €tPr(0) =0 (k=1). Comme exemples de suites binomiales on peut citer (X™),50, ((X)n)nz0, avec(X), =
XX-1).X—n+1)(n=0)

La notion de suite triangulaire dissociable peut étre considérée comme la généralisation de la suite binomiale de polyndmes dans
trois directions : @) extension du domaine de sommation, b) forme arbitraire des coefficients, ¢) opération arbitraire.

Deux systémes triangulaires A = (4";") et B = (B";™) sont dits associés, s’il existe une suite de scalaires non nuls (1) 0, tels

AnA
';km B"™ (k,m,n = 0).

que A" =
Deux suites de polynomes (B, (X)) ns0 €t (Q,(X))nso sont dites associées, s’il existe une suite de scalaires non nuls (1,,),,5¢ tels
que Qn(X) =, Pn(X)(n = 0).

LemmelV.2.

Si deux suites triangulaires dissociables (P, (X)),so €t (Qn(X))ns0o respectivement par rapport aux systemes triangulaires A et B
sont associés, alors les systémes correspondants A et B sont aussi associés avec la méme suite de coefficients (1)) ns0-

LemmelV.3.

Si (Q,,(X))ns0 €St une suite de polyndmes associée, avec la suite de coefficients (1,,),s0, @ une suite de polyndmes (P, (X)),=0,
( B.(X) = 2,.Q, (X)) triangulaire dissociable par rapport au systéme 4, alors (Q,,(X))nso est triangulaire dissociable par

rapport a un systtme B associé a A , avec la suite de coefficients (1;1),;50-

Donnons quelques exemples de suites triangulaires multiplicatives dissociables.
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1) La suite de polyndmes (X™),5, est triangulaire multiplicative dissociable par rapport au systéme triangulaire A";"

Okn-Okm-
2) La suite de polyndmes ((X — 1)™),,5( est triangulaire multiplicative dissociable par rapport au systéme triangulaire A"} =

(n ;(m) = (fl) (k fm)’ d’aprés la formule (6).

3) La suite de polyndmes (P,fa) X ))n>0 est triangulaire multiplicative dissociable par rapport au systéme triangulaire A" =

n,m e (K n . ..
’ — pk—n)(k—-m) > A
[ k ]9 =60 (Tl)e (k )9, d’apreés la formule (35) et le corollaire de la proposition 8.

4) Lasuite de polyndmes (Q,(f) X )) (ord 8 = o0) est triangulaire multiplicative dissociable par rapport au systéme triangulaire

nz0
A= ("), = (B0 BE i 6™) /(B 674775))

Soient maintenant (P, (X)) nso €t (Qn(X))nso deux suites standards de polynémes liées par les relations d’orthogonalité (36) qui
définissent des matrices triangulaires supérieures réciproquesS = (Sy,,,) etS™1 =T = (t,,,,). Rappelons ces relations
d’orthogonalité

ROO=D 5 Q) & Q0= Dty Pa(X)

m=0 m=0

Lemme 1V. 4.

Si (B,(X))nso €St une suite triangulaire dissociable par rapport a I’opération « « » et le systéme triangulaire A = (A™;™),

alors (Q,(X))nso est triangulaire dissociable par rapport a I’opération « = » et le systéme B = (B";"™) si, et seulement si, I’égalité
suivante est vérifiée :

u,v<k min(i+j,k)
D tatnBY = ) At (k= 0) (50)
u+vzk h=max(i,j)

Preuve :

En effet la suite (Q,, (X))o est trianulaire dissociable par rapport a «x » et B = (B",™) si, et seulement si,

u,vsk k u,v<k u v
QXN = ) B QMM & D iy (X s = > BY Y 6P ) b, B
ut+vzk h=0 u+vzk i=0 j=0
k i,j<h k u,vsk
oD tw ) ATROPRW = | D tutu BY |RCOP)
h=0 i+jzh i,j=0 \u+vzk
k min(i+j,k) k u,v<k
= Z Z AV tye | PLXOP(Y) = Z Z tutiy B |PCOP(Y). m
i,j=0 \ h=max(i,j) i,j=0 \u+vzk
Lemme1V.5.
La relation (50) est équivalente a la relation duale :
iL,jst min(n+m, ¢)
Y susmdY = ) BMse (Gmnz0) 51)
i+j=2¢ k=max(n,m)

Notons que la relation (51) est équivalente a :
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i,j<k

B"™ si n+m={¢>max(nm)
199) A Snlsm .
ITlosie=n+m ou £ < max(n,m)

k=max(n,m) i+jzk
Donnons quelques exemples de relations de la forme (51) obtenus en se basant sur les lemmes V.4 et IV.5.
1) Pour les suites triangulaires additives dissociables ((i)) par rapport a A = (6k‘n+m) et (X™),s0 par rapport 4 B =
nz0

((ﬁ) 6k_n+m> on obtient la formule connue des nombres de Stirling [Riordan]

Z 5@, n)sl(] m) (n+m) si(&,n +m)
e, i! ]' n £!
i+j=

n,m

2) Pour les suites triangulaires multiplicatives dissociables (Q,gg)(X )) par rapport a A = (( k )9) et (X™)pso par rapport

nz0

aB = (630km), d’apres les relations d’orthogonalité (40) on obtient

L <(—1)"‘ne(i_zn) (:L)e)<(_1)j—m9(j_2m)(7{’l)6) o (—1)*’"‘9([;]()(@9

2. (7) P®61). PO (] - Dendem ™ @7 0
0 @ (69 PO (0)) D09

itj=4 k=max(n,m)

3) Pour les suites triangulaires multiplicatives dissociables (Qr(lg)(X ))n>0 par rapport & A = ((n ;Cm)e) et (X — 1)) 50 par

rapport a B = ((n ;{m))’ d’aprés les relations d’orthogonalité (44), on obtient

i,jst min(n+m,¥)

Z (i,j) d(e)(n,i)d(e)(m,j)_ (n,m)d(e)(k,f)
2/ Pi(e)(ei)'[;(e)(gj) k P{,(G)(H[)'

i+j=¢ k=max(n,m)

ot d® (m, n) = ',;zm(—1)"-k9(n5k) (Z)G ( T’:l ) (formule (41)).

4) Pour les suites triangulaires multiplicatives dissociables (Q(a)(X)) s PAr rapport aA= ((n km)g) et (P,ET) (X)) par
nz0
rapporta B = ([n ;{m] ), d’aprés les relations d’orthogonalté (47) on obtient
T
i,jst min(n+m,f)
Z (i ,j) C(T,G)(n, ) C(T,G)(m,j) _ z [n m] C(re)(k 2)
£ /g Pi(e)(ei) Pj(e)(ej) T P(e)(ef)

i+jz? k=max(n,m)

0ir*)m, 1) = B+ 62 () (%) (ormute (46)).

En se référant aux résultats précédents on peut obtenir les critéres de la triangularité dissociable de la suite de polynomes
standards (B, (X)),»o vérifiant les relations d’orthogonalité

n n
P,(X) = z SanX™ & X" = Z tmn Pn(X)
m=0 m=0

Iei S = (s mn )m, nso et T= (t mn )m, n>( sont des matrices triangulaires supérieures inverses I'une de I"autre.

LemmelV.6.

La suite (P, (X))nso est triangulaire multiplicative dissociable par rapport au systeme des coefficients triangulaires 4 = (4";™) si
et seulement si
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min(n+m,?)
tutme = Y A"t (M2 0) (52)
k=max(n,m)
Preuve :

11 suffit d’appliquer la formule (50), sachant que la suite de polyndmes (X™),5, est triangulaire multiplicative dissociable par
rapport au systéme (Sk,n. 6k,m). [

Notons que 1’égalité (52) est équivalente a :

[

A" sin+m =€ > max(nm
Z Skebnktmk = { ¢ (n,m) (53)

i 0 si £=n+m ouf < max(n,m)

D’ou la suite (B, (X)),.»0 st triangulaire multiplicative dissociable si et seulement si Z£=max(n,m) Sketnrtme = 0 lorsque £ = n +
m ou £ < max(n,m) . Dans ce cas :

At = Z Sketnktme (M +m =€ = max(n,m)) (54)
k=max(n,m)
1dé 1 O ) = —1)n—m (n_m) n =
Par exemple considérons la suite de polyndmes de Gauss ( P, (X) pour laquelle S (=D me\ 2 m), et T
nz0

mnz0
((7nn) )
0/ mn=0

condition du lemme 4.6 est bien vérifiée. Il résulte alors de la formule (54)

formule (39). On a, d’aprés la formule (30), I’identité (7{;)9 (151)9 = £=maxn,m) [n ;imle (i)e’ autrement dit la

wme 3 o D0,0,0,- 71,

k=maxn,m)
Les critéres de triangularité additive peuvent étre aussi obtenus d’une maniére analogue.

La suite (B,(X))ns=o est triangulaire additive dissociable par rapporta A = (A";™) si et seulement si,

min(n+m,f)
? ,
Z (i)tnitm({’—i) = Z AT . (55)
0<is? k=max(n,m)

V. SUITE TRIANGULAIRE MULTIPLIABLE
A. Définition
Soit A une algébre unitaire associative et commutative. Une suite (a,,),so d’éléments de A est dite « triangulaire multipliable »

par rapport au systéme triangulaire A = (A";"™), si elle est linéairement indépendante et vérifie le développement suivant :
n+m
Anly, = Z A" ay (56)
k=max(n,m)
Notons que les coefficients A", sont définis d’une maniére uniforme. Pour m = 1 on obtient la relation de récurrence A, ; a1 =

an(al - An,{l) (n = 0). Il résulte de I’associativité, de la commutativité de I’algebre A et de triangularité des coefficients A.

min(k,m+¢) min(k,n+m)
Ank,j Arr]l_,,{’ — Z Ani,mAil,{{’ (57)
Jj=max(m,£,k—n) i=max(n,mk—*)
AN = A (58)
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AV = A0S, (59)
Par suite
A AT = AT+ (AT - AT (60)
Pour cela il suffit de poser £ = 1 dans (57).
Corollaire V.1.
Si I’algebre unitaire A est sans diviseurs de zéros, alors
a, =A% =1=4%", A"’ =6, n=0) (61)

a. Suites associées

En généralisant les suites de polyndmes associées, on dit que deux suites (@, )nso €t (by)nso d’une algébre A sont associées s’il
existe une suite de scalaires (A,)nso telle qued, # 0 (n =0) eta, = A,b, (n = 0). On démontre que si deux suites a =
(an)nso €th = (by)nso sont triangulaires multipliables respectivement par rapport a4 = (A";™) et a B = (B",™), alors les
systémes A et B sont aussi associés avec la méme suite de scalaires. De méme tout systéme triangulaire B = (B",,™) associé a un
systéme triangulaire 4 = (4",™), qui satisfait les conditions (57) — (61), vérifie également ces conditions.

Comme exemples de suite triangulaire multipliable on peut citer les suites de polyndmes standards par rapport a des coefficients
triangulaires connus. Par exemple :

m _ _ m _ (k _ (X m_ (n,m _
1) ap = X" A" = Synmys 2) @ = X/ AT = () Sy, ) an= (1), A% = (7). 4)a, =
(6) m _ (M, m —n® m_ [n,m —
PO, A= (") an =000, Ay =["" (ordo = ).
b. Suite de polynomes triangulaires multipliables et Orthogonalités

Considérons maintenant deux suites linéairement indépendantes d’éléments de 1’algébre A a = (a,)ns €t b = (by)pso vérifiant

la relation d’orthogonalité a, = X —0 SmnPm S Pn = 2o tmn Gm» OUS = (Smn )m,nZO et T= (tmn )m,nZO sont des

matrices triangulaires supérieures inverses 1’une de I’autre. Alors sia = (a,)ns0 €t b = (by)n=o sont respectivement triangulaires
multipliables par rapporta A = (A";™) eta B = (B",™) ona

ijs?t n+m ijst n+m
ij _ n,m ij _ n,m
Z tlnt]mA = Z B k tfk [— Z SinSij[ = Z A k Sek (62)
i+j=2¢ k=max(¢,m,n) i+j=2¢ k=max(¢,m,n)

Ainsi, d’apres la relation d’orthogonalité

n n
P,(X) = z SanX™ & X" = Z tmn Pn(X)
m=0 m=0

la suite de polyndmes (B, (X))o est triangulaire multipliable par rapport A = (A";™) si et seulement si,

n+m

D tnteom= ). At (Bmn = 0). (63)
0<i <t k=max(f,mn)
c. Méthode générale pour obtenir des systémes triangulaires

On va donner une méthode générale pour obtenir des systémes triangulaires. On dit qu’un systéme triangulaire A = (A";™)
satisfaisant aux conditions (57) — (61) est unitaire, si A’}lfl =1(n =0).. Ainsi pour un systéme triangulaire unitaire les
formules (60), (61) prennent les formes

AV = AR+ (AN = ATDANT, AL = Sk (Rom = 0) (64)
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. Soit maintenant donnée une suite de scalaires (4,,),»¢. En s’inspirant de la formule (63) ci-dessus et des conditions (57) — (61),
on définit les coefficients w",™ (k, m,n = 0) par les relations de récurrence

0"’ = 0% =8, "= T+ (A — A @™ (k,m,n = 0) (65)

Menrésulte w1, =1, @™} = A, — Ay, 0’ = 1.
LemmeV.1.
Les coefficients 0.) ™ sont trlangulalres i.e.
n+m<k ou k <max(n,m) = o™ =0.
Preuve :

On démontre par récurrence sur m pour tous les n, k. Pour m = 0 la formule (64) signifie quen <k ou k <n = wnko =0.
Supposons le lemme vrai jusqu’a un certainm et démontrons le pourm + 1. Supposons d’abord quen +m+ 1 < k. Par
hypothése de récurrence,on a n+m<k = "™ =0 et n+m<k = '™ = 0, par suite, d’aprés (64) 0"{"*" = 0.
Supposons maintenant que k < max(n, m + 1). Considérons deux cas. Dans le cas, ou m < n on amax(n,m + 1) = n, ainsi k <

P =0, si k<n=max(n,m), o =0 et, par suite,

n. Par hypothése de récurrence sik —1 <n = max(n,m), w),
d’aprés (64) a)”km“ = 0. Dans le cas oum = n on a max(n,m + 1) =m+ 1, alors k < m + 1. Considérons les deux sous cas
possibles : Pour k = m, par hypothése de récurrencem — 1 < m = max(n,m) = w?." =0, d’ou d’aprés (64)) ™t =
0+ Ay — Ap) @5 = 0.. Pour k < m par hypothése de récurrence k —1 <m = max(n m) = w}”] =0, de méme k <

n = max(n,m) = " = 0. Ainsid’aprés (64) 0™y =0. m
Notons de plus que le systéme w = (w",™) satisfait les conditions (58) — (60).

On va généraliser la construction précédente Etant donné deux suites de scalaires 1 = (A,)ps0 €t U = (Up)nso, telles que  p, #
0 (n = 0). On définit les coefficients I";" (k, m,n > 0) par les relations de récurrence

Mo =% = 1oBin, M1 = el + (e — ) (66)
Posons
1 ! (n=2)
Po=Upp1=1 ., pp=—""""—" N2
° o " by et
n,m Pk n,m n,m PnPm nm
(p » = l'I 7 @ 7 — (p y (67)
K pupm € Ko TF

Les coefficients ¢}, satisfont aux conditions (65), & savoir

n,0 n,m+1

) 0,
Pk =(Pkn=5kn, Pk _‘Pk1+(lk_/1m)<ﬂ (k,m,n = 0)
et ainsi coicident avec w™ ", par suite le systéme IT = (II"y") est triangulaire associé d w = (@™ ™).
d. Construction de suite de polyndomes triangulaires multipliables

On va construire une suite de polyndmes triangulaires multipliables. Une suite de polyndmes est dite unitaire, si elle est une suite
de polyndmes standards et les coefficients dominants de tous les polyndmes sont égaux a I’unité 1. IL est facile de voir que si une
suite de polyndmes unitaires est triangulaire multipliable par rapport 8 A = (4",™), alors le systéme A est unitaire. Soit

0?0 =1, 0 (X)) = (X = 2)K = 4) . (X = 2py) (02 1) (68)
une suite unitaire de polyndmes. Notons la relation de récurrence

o™ ) = 0P (WP X) + o — ). (69)
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On démontre que la suite ( w,(f) 0:¢ )) est triangulaire multipliable par rapport au systéme unitaire @ = (w';"™) défini par la
20

nz
formule (64).

On introduit ensuite la suite de polynémes Qr(la'“ (X)) = pna),g)‘) (X) (n=0). La suite (Q,(f‘”) 0.4 ))n>0 est triangulaire multipliable
par rapport a I1 = (I""). _

Donnons quelques exemples de polyndmes w,(f) X) et Q,(f‘” )(X). 1) Pourd, =0,n >0, 0na 0" = Sy(nemy ot w,(f) X)) =Xx"
2)Pourd, =0,u, =n+1,n=>0,o0nap, =1/nl, Q,(IA’“)(X) =X"/n!. 3)Pourd, =60"(6 +0,1) on aw,(f)(X) = P,fe)(X).
4) Pourd,=n (n=0)on aa),(f)(X) =X)p.. 5 Pourd,=nu,=n+1,n=0ona Q,(l)"”)(X) = ()79 6) Pour ], =
6" =1)/(0—1) n>0,0rd 6 = oo, on a 0P X) = (P,fe)[(e — X + 1])/((9 —1"). 7)Pour A, =
O™ =1)/(0 —1), 1, = O™ (™1 —1)/(6 —1) n >0, ord & = wona QLX) = QP (x).

e. Notion générale de systéme unitaire triangulaire

Dans la suite on passe & la notion générale de systéme unitaire triangulaire. Un systéme triangulaire A = (A";™) satisfaisant aux
relations (57) — (60) est dit non dégénéré si A’,ﬁl # 0, (n = 0) et dégénéré dans le cas ontraire. Tout systéme associé a un systéme
non dégénéré est aussi non dégénéré. Pour le systéme A, larelation (60) peut étre considérée comme les relations de récurrence (66)
avec les coefficients u,, = Arrll’il, A, = A% (n = 0), tandis que la relation (61) comme les conditions initiales dans (66)
avec 4y = A% Ainsi le systéme A est défini d’une maniére uniforme. Autrement dit A",™ = I1"™, ou I1"}™ est défini par les
relations (66) avec les scalaires u,, = H';lfl etd, = l'[nn'1 indiqués ci-dessus. 11 s’en suit qu’un systéme non dégénéré est asocié a
un systéme unitaire.

Comme exemples de systtme non dégénéré on peut citerl) A = (6k(n+m)), 2)A= ((n ;{m)e),e EX"\{1},3)A =

((B)uam 4= ()92 (17, ). vee

(ord 6 = ) et comme exmples de systéme dégénéré on peut citer 1) A = ([n }(m] ), avec
T

(ord T =w < 40),2) A = (6n- Om)-

La notion suivante permet de donner une caractéristique d’une suite triangulaire multipliable de polynomes. Une suite triangulaire
multipliable par rapport a un systéme non dégénéré est appelée suite non dégénérée. Une suite associée a une suite non dégénérée
est aussi non dégénérée.

LemmeV.2.
Dans une algébre A sans diviseurs de zéro toute suite triangulaire multipliable est non dégénérée.
Preuve :

En effet supposons que la suite (a,) o triangulaire multipliable par rapport 8 A = (4",™) soit dégénérée, i.e. il existe n = 0, pour
lequel Al}, =0. Alors, d’aprés la formule (56) pourm=1 on a A}, au; = a,(a; —A%') (n = 0), d’ou a,(a;, —
A”n’l) (n = 0). Puisquea, # 0, alorsa; = A™;'.1,n > 0. En tenant compte de (61) on obtient une contradiction avec
I’indépendance linéaire. m

Corollaire V.2.
Toute suite triangulaire multipliable de polyndmes a coefficients dans un corps commutatif est non dégénérée.
Remarque :

Notons que si (P, (X)),=o €st une suite triangulaire multipliable de polynémes par rapport au systéme non dégénéré A et si a €A,
la suite (P,(a))ns0 €st une suite triangulaire multipliable par rapport a A.
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On donne maintenant la forme générale d’une suite triangulaire multipliable.
LemmeV.3.

Tout élément d’une suite (a,,),so triangulaire multipliable par rapporta 4 = (A";"™) est de la forme :

a,(a; — AN ... (a, — A" 12
S AT,

n

Preuve :
La démonstration se fait par récurrence surn. m

Pour un systéme triangulaire non dégénéré A = (A";™), on introduit, en se basant sur la formule (70) , une suite de polyndmes

X(x—A4Y) .. (x — A"
A11,1 it =L (n=1) (71)
A,

PP =4%"=1 P =

Notons que Pn(A) X) = Qr(l)l'”) (X), avec A, = A% et u, = AT,
LemmeV. 4.

La suite de polyndmes (P,fA) (X)) est triangulaire multipliable par rapporta A = (A",™).
0

nz

Proposition V. 2.

Toute suite (a,)nso NON dégénérée, triangulaire multipliable par rapport a un systeme triangulaire A = (A",™) est de la forme :
ay = P () (72)

CorollaireV.3.

Toute suite de polynémes (B, (X))o triangulaire multipliable par rapport au systéme A = (A",™) peut étre représentée sous la
forme B,(X) = P (P, (X)) ou bien de la forme P,(X) = P®(cX + d), ¢ # 0.

VI. CONCLUSION

On a présenté dans cet article les définitions et les constructions des polyndmes dissociables et multipliables a partir des coefficients
triangulaires. Nous remarquons que les polyndmes orthogonaux satisfont les relations :

PRI = ) A RM)

k=|n-m|
plus générales et ne sont pas triangulaires multipliables.
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