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Résumé — Les méthodes classiques de filtrage non linéaires exigent des hypothéses assez lourdes. Cet article développe une méthode
d’approximation a la fois du filtre optimal et de la commande régissant I’évolution du signal non observé. La méthode de filtrage non
linéaire par noyau de Parzen-Rosenblatt est la mieux adaptée surtout pour de bruits de mesure et d’observation faibles. Elle introduit a
la fois la méthode particulaire et la régularisation des filtres obtenus. L’estimation a chaque instant de la commande permet de mieux
controler la trajectoire du signal avec le systéme de particules.

Mots-clefs — Filtrage non linéaire, Filtre particulaire, Noyau de Parzen-Rosenblatt, Paramétre de lissage, Commande optimale.

Abstract — The nonlinear approved methods of filtering require heavy enough hypotheses. This article develops a method of
approximation at a time of the optimal filter and the order governing the evolution of the non-observed signal. The nonlinear filtering
method by core of Parzen-Rosenblatt is better especially the adapted for weak noises of measure and observation. She introduces the
particulate method and the regularization of the filters gotten at a time. The evaluation to every instant of the order permits to control
the trajectory of the signal better with the particle system.

Keywords — Nonlinear filtering, particulate Filter, Kernel of Parzen-Rosenblatt, parameter of smoothing, optimal order.

I. INTRODUCTION

Le filtrage consiste a estimer de fagon récursive 1’état caché d’un signal au vu d’un autre signal observable (Vy,),en . 1l permet
aussi d’estimer la commande (U,),en ,» Si elle existe, contrdlant le signal (X,,) ey selon un critére d’approximation des estimés
E(X,,|Y1, ..., ¥;,) et des observations en tout instant.

Dans le filtrage, la méthode de Kalman [7] est bien adaptée aux systémes linéaires gaussiens pour la détermination du filtre
optimal. Une extension du filtre de Kalman [4] est applicable pour des systemes non linéaires présentant des fonctions dérivables
mais encore avec des bruits gaussiens. Les méthodes particulaires [2], peuvent résoudre les problémes de systéme linéaire avec des
bruits quelconques non nécessairement gaussiens. Mais ces méthodes particulaires sont mises en défaut pour les bruits d’état et
d’observation faibles. Le filtrage par noyau de convolution [3], [8], [9] est une solution assez efficace surtout pour 1’estimation des
paramétres [10], [1] et en particulier I’estimation des commandes. Cet article développe des algorithmes du filtrage particulaire [6]
les particules sont générées par des densités estimées par des noyaux de convolution de Parzen Rosenblatt [5].
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Modélisation du probléme

Un signal (X;) ;cg est contrdlé par une commande (U, ) cg mais inobservable.et perturbée par un bruit blanc (W,) eg L’équation
d’état de (X;)er est telle que :

dX

— = feXo U W) €))

Le controle Uy est déterminé par un critére d’optimisation tel qu’a partir d’un temps initial to :
t
J(tu(®)) =E [f F(s,x(s),u(s))ds + G(t, x(t)) @)
to
Et le contrdle optimal est défini par :
u’(t) = argmin/ (¢, u(t)) A3)
uevu

U est I’ensemble des controles admissibles dans la situation.
A partir d’un signal observé {Y,,t € R**} perturbé par un autre bruit blanc {V,, t € R**}, on établit I’équation non linéaire :
Y = he(Xe, Vo). 4)

Dans le filtrage non linéaire en temps discret de (1) et de (4), on a le systéme dynamique

{Xn+1 = fn(Xn: U, ) + W, (5)
Yo =hy(Xn) + 1,
Ou les bruits sont supposés additifs.
La fonction coit associé a chaque période de (2) est :
](un) = IE[ZZ;} Fy (Xk'uk) + Gn(Xn)] (6)

Avec0 <j <n-—1

Plus précisément, pour maintenir X, proche de la trajectoire nominale x, & chaque instant n, la commande optimale est
obtenue par exemple, de

n

(uf, . up) = argumig [ = E(Xp|Yq, oors Yo g, o U | |2 7
rvertin L
k=j

Avec le systeme d’équations aux dérivées partielles : :

n
9
— Z % = EKel Ve, o) Yottty |[2 = 0 @)
U; =

II. METHODE D’ESTIMATION
II.1 Noyau de Parzen-Rosenblatt

La densité f d’une variable aléatoire X peut étre estimée par la méthode de noyau de Parzen-Rosenblatt telle que :

n

7o) = # z k(* ,:f) ©)

i=1

ot K est un noyau défini dans R%, borné et intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue.et tel que ! hllm ||x| |d K(x)=0;
n||l-oo
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h,, est le paramétre de lissage et. (&5, ..., &,) est un échantillon tiré de la variable aléatoireX.
- Lenoyau d’Epanechnikov K(y)=1-3y%2 pour |y|</ et
- Le noyau de Picard K(y)=exp (-y|) /2 pour tout y de R
sont parmi d’autres des noyaux de Parzen-Rosenblatt.

I1.2 Estimation de la densité conditionnelle

Considérons les estimations par noyau de la densité conjointe de 2 variables aléatoires X et Y, de I’équation (9)

n
R 1 x—X,y—VY,
P (ey) = = > K (L) (10)
i=1
La densité marginale de Y,
1 % Y,
A y— 5
() =—3 Z Ky (Tl) (11)

La loi conditionnelle de X sachant Y=y est définie par :

b K ()

ke K ()

(X;,Y;) sont n- couples tirés de la loi conjointe de (X, ¥) et. K}, est un noyau de Parzen-Rosenblatt de paramétre de lissage 4 en
une dimension ou deux.

(12)

$X|Y:y(x) =

Dans le rectangle] -1 ;1[x]-1 ;1[, pour le noyau d’Epanechnikov
3 3
Kn(xy) = (1-32%) (1-25?) :
Et pour le noyau de Picard dans R2.

K (e, y) = 2 exp (= (lx| + [yD)

I1.3 Résolution par filtrage particulaire

La méthode de filtrage non particulaire muni d’un paramétre 6 avec les phases prédiction-correction n’est adaptée que pour des
états markoviens. Ces phases sont incontournables mais rencontrent des situations complexes dans leurs applications. Supposant
que @ admet une loi a priori Ty et on obtient une estimation 6, de 6 a ’instant initial.

Considérons le systéeme dynamique

{Xn+1 = fn(Xn: en) +W, (13)
Yy = hp (X, 0,) +V,

ou les bruits sont supposés additifs.

L’objectif est de déterminer a la fois une estimation de X,, et une estimation 8,, du parameétre inconnu 6 a chaque instant n par
filtrage particulaire & noyau de convolution. Notons Xf = (X,,, 6,,) I’état caché augmenté dans le systéme (13), une nouvelle variable
et on obtient un nouveau systéme :

{X3+1 = f(xg)+w, (14)

Y7 = ha(X7) + W,

Théoriquement, en supposant que la loi conditionnelle prédite admet une densité telle que :
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PG = [ fo (= OGN (1)
R
La loi conditionnelle corrigée est déterminée par la densité :

fo(Yy — h(x)pf~ (x)
fRdﬁJ(Yn —h(x")pg~(x")dx’

P (x) = (16)

La densité du filtre optimal est obtenue par marginalisation telle que :

mm=jﬁ®w.

RrRd
En application du filtrage particulaire, on dispose de la densité initiale pd (x)dx = ]P’(Xg € dx), des densités de probabilités
pz,n_l(xly)dx = ]P(XS € dx|Xff_1 = y) de transition correspondant a I’équation d’évolution et des densités

d’émission : p,)f,',‘,g (ylx)dy = ]P’(Yn € dy|X,‘f = x) correspondant a I’équation d’observation.

Les particules sont initialisées a partir de pg (x). A 1’étape n-1, ot f o) 1 sont les M-particules tirées de 1’estimation de la loi de
densité p_, (x|y1, - ¥n_1). de I’état augmenté sachant les observations yi, ..., Yn.1

L’étape de mutation correspond a la prédiction en propageant les particules a partir de 1’équation d’évolution : &, 00~ =f (& 9(1)

W(l) Avec la loi d’émission, on établit les p,, 5 (y|€g O ) pour déterminer une estimation de la loi conjointe de (Xn, Yn) sachant

les observations yj, ... y,_1 par convolution a un noyau de Parzen-Rosenblatt :

ﬁﬁm(x,ylyl, e Yn—1)
M?K(x EOpX(y|ee®)  an

Avec M=nh’

L’étape de correction correspond a I’estimation de la densité du filtre optimal :

YH K (x = E5O R (y]e2O7)
ZMlpnlf(ylfg(l) )

Py x|y, ) = (18)

a(i)
% = wG(L) est le poids de la particule &,
l 1Pny y

Les particules peuvent étre trop faibles et entraineraient une redistribution en utilisant la loi multinomiale par exemple a I’instant
n=I

a(i)

. Les nouvelles particules redistribuées éﬁ @ déterminent le filtre optimal a I’instant n.

A chaque itération, les estimateurs du paramétre et de I’état caché sont déterminés a partir de X¢ = (€,,8,,) ou

M
- Z 00 g00) _ Zwem D 0y (19)
n
i=1
M
avec 8, = Z () 9(1) eté, Z wa(l) E(l)
i=1 i=1

Dans le filtrage non linéaire d’un systéme contrdlé, le parametre 6 est substitué par une variable de contrdle U,, déterministe en
chaque instant.

Vol. 29 No. 2 November 2021 ISSN: 2509-0119 202



Application du Noyau de PARZEN-ROSENBLATT dans le Filtrage non Linéaire et dans I’Estimation Paramétrique

Plus précisément, dans la poursuite de trajectoire, la variable de contréle a chaque instant est déterministe définie par :

uy, = arg || X7 — xp||?
u

III. APPLICATIONS

Considérons le systeme d’équation d’état et d’équation d’observation :

{Xn+1 =0. (Xp) + W,
Yo =hXy) + 1,

X1 = f(Xy, 0 W
{2 O 0 Mo p06,0) = 0. 00

devient

-, pour n > 0 et X,=W, ot W, est un bruit blanc de variance 2 inconnue perturbateur de 1’équation d’état, a est un
paramétre inconnu. K est le noyau d’Epanechnikov K(y)=1-3y%2 pour |y|<I ou le noyau de Picard K(y)=exp (-|y|) /2 pour
touty de R

A Dinstant initial, I’état du systéme est représenté par le bruit blanc perturbateur V,de ’équation d’observation de variance
supposée connue.

On veut estimer les paramétres a et g2 et déterminer le filtre par filtrage par noyau.
Pour un échantillon(Xy, ..., X;,), la vraisemblance est :
1 B (X, — aXy_1)?
L(a,0,X,,...,Xy) =———= 1_[ exp [— %] 9
IO, ?

Et le Log-vraisemblance par :

n
X — Xi_1))?
InL(a,0,Xy,...,X,) = —gln(Znoz) —Z( k aZ{c(Z k1)) (10)
k=1

Par la méthode du maximum de vraisemblance, on a les estimations suivantes :

_ Zie=1 S (Xi—1) X

d dInL (a,0,Xq,...,X,) 0 btient
e = 0,on obtient a,, =
" k=1 f(Xpo)?

da

dInL(a,0,Xq,...,X,)
de
do?

n
1
= 0,on obtient 6} = EZ(X;( — A f (Xp-1))?
=1

Comme le signal X,, n’est pas observable, les estimations des parameétres doivent se faire récursivement en fonction des
observations (Y3, ..., ¥,,) comme le filtre optimal.

II1.1 Algorithme filtrage par noyau
On a deux formes d’algorithme de filtrage par noyau : le filtrage par noyau pré-régularisé et le filtrage par noyau post-régularisé.

Dans le premier cas, le filtre prédit (15) est régularisé par un noyau. L’étape de correction (16) permet d’obtenir le filtre optimal.
Une sélection de particules permet de passer a 1’étape suivante.

Dans le second cas, apres 1’étape de mutation des particules (15), I’étape de pondération (16) permet d’obtenir les particules
correspondantes au filtre optimal. Une régularisation par un noyau détermine la densité du filtre optimal.

Algo filtrage par noyau post-régularisé

Données : py, densité de la loi initiale, f et g fonctions du modéle, py densité du bruit d’observation, py, densité du bruit d’état,
pe densité a priori de 6 ,N1 nombre d’itérations, N nombre de particules., yi, ..., yn1 observations, K; noyau de convolution,
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Résultats : particules & du filtre optimal et p,, densité du filtre optimal ; § estimation de 6.

DEBUT

Initialisation des N-particules
E) = (20,0D),....6% = (&%, 68) ou ,2P~py, avec les poids wp=1/N, et 2} = E(X,)
6x~Peo
Pour i=1 : N1, faire
Pour n=1 : N, faire
Mutation : & = f(&51)+w
pv(vi-a(¢h))

Pondération : w} = ——————~—
ondération : wy, ZI}X=1PV<Yi_g(§]Lc))

Fin pour n

N
NelT (Z (w,‘;)2> -

Si %ﬁ < 0.75, alors
Sélection : redistribution des particules
&L de poids wi = 1/N pour ISk <N
Sinon & = &L de poids w}, pour 1<k <N
Fin si
Estimation de la densité du filtre optimal

N -
. 1 ,0) — &
P, 0) == > Kh(—(x ) f’)

j=1

X; J—
t N? h

oN _ 1 N N *%lic_gji AN _ Zker A2
= e i1 21 Kh( S S AE

i
1 A o
62 =< ) (&' = OF Ai(RL,)Y
k=1

Réinitialisation des particules

& ~ph(x,0), ..., & ~ ph(x, 0)

Fin pour i

FIN
Algo filtrage par noyau pré-régularisé

Données : py, densité de la loi initiale, h et f fonctions du mod¢le, py densité du bruit d’état, py densité du bruit d’observation,
pg densité a priori de 8 ,N1 nombre d’itérations, N nombre de particules

., Y1, -.., yn1 observations, K, noyau de convolution
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Résultats : particules & du filtre optimal et p, estimation de la densité du filtre optimal ; § estimation de 6.

DEBUT

Initialisation des N-particules
Pour 1< t<N
2~py,(x), 02 = Bt~pe(8),  wl~pw (W),  ni~py(v)
PE(x, 01y1) = px, (x). pe(6)

Pour n=1 a N1

Pourt=1aN

Génération des particules  (£771,8771) ~ pP1(x, 0]yy.)

Evolution des particules Wl ~py (W) nit~py (v) or = op1

=R w0p )
vt = g(&, 00,11

Estimation des densités

TR=1 Kn Ok — ) Kn(OF — O)Kn(XF — %)
Zk=1Kn Gl — yn)

ﬁ?(x' 9|)’1:t) =

=1 KnOF — yn)Kn (8 — 6)
r=1 Kn % — yn)

Zk=1 Kn Ok — y)Kn (& — )
r=1 Kn % —yn)

pPr@lys) =

Pt (xly1.0) =

Fin pour t
FIN
II1.2 Applications numériques

{Xn+1 = 60X, + W,
Y, =X2+V,

Xy 1.7296  0.5617 0.4728 1.3354 1.2227 0.7936 1.4057 1.1137 0.7616 0.8116
oy 0.6412 0.6096 0.8696 0.5747 0.9273 0.3260 0.4134 0.4564 09296 0.7137
W, 0.8834 1.2530 1.4550 1.7175 0.6646 -0.809 0.6180 1.8760 0.5921 0.8847
& 1.9925 1.5954 1.8662 2.4850 1.7985 -0.550 1.1993 23844 13001 1.4641
w} 0 0 0 0 0 0.99 0 0 0 0

Neft=1 pas de redistribution des particules
&k 1.9925 1.5954 1.8662 2.4850 1.7985 -0.550 1.1993 2.3844 1.3001 1.4641

n

w3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
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Le mouvement des particules n’est pas concluant pour déterminer le filtre optimal. Néanmoins, les particules permettent de
déterminer par la densité du filtre optimal en régularisation par noyau de convolution comme noyau de Picard entre autres des

noyaux de Parzen Rosenblatt

© O paricules initiales

0 O O paricules filtries

054

Fig 1 Passage des particules initiales en particules filtrés

Noyau de Picard
Kn(x,y) = 2 exp (= (x| + [y1))

La longueur de la fenétre h=0.8

%V =0.1588
o) = 1.6482
6% = 2.2182

Pour le modéle,

{ XTI.+1 = 0.8Wn

Y, =X, + 08V, , W, et, V, sont des gaussiennes centrées réduites, h est I’identité

Fig 2 : Signaux cachés et observés

Dans ’estimation, avec le noyau d’Epanechikov, la courbe est trés proche de celle de la densité exponentielle mais celle de

Picard est plus lisse La longueur de la fenétre est de 0.8
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[T

Fig 3 : Estimations par noyaux d’Epanechnikov et de Picard.
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005

Fig 4 : Filtres prédit et corrigé.

IV. CONCLUSION

L’algorithme de filtrage non linéaire est basé sur le filtrage particulaire. Il est plus intéressant de régulariser les densités des
filtres pour pouvoir déterminer la trajectoire du signal non observé et aussi estimer les paramétres ou les commandes dans le modéle.
La régularisation par des noyaux de convolution devient une nécessité dans la pratique
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